Hoofdstuk 10: Rotatie om een vaste as




Hoekverplaatsing — hoeksnelheid -
hoekversnelling

* Hoekverplaatsing van elk punt van het voorwerp (zuivere rotatie van
een star lichaam):

Definitie van de radiaal!



Hoekverplaatsing:

AO = 0, — 6.

Gemiddelde hoeksnelheid:

o A6
) —_  —
At
Momentane hoeksnelheld:
A6 do
w = lm = -




« Gemiddelde en momentane hoeksnelheid van elk punt van het
draaiende lichaam:

_ A0 do
w=—7 1, 0=

At Tt
« Gemiddelde en momentane hoekversnelling van elk punt:

_ Ao dw
a=— , o=

At T dt

* Hoekverplaatsing, hoeksnelheid en hoekversnelling zijn gelijk voor
alle punten van het lichaam!



Verband met lineaire snelheid

E:RH:%:RC’—@
dt dt




Lineair

atan

Soort

Verplaatsing
Snelheid

Versnelling

Rotationeel

Relatie (0 in radialen)

x = R6
v = Rw

atan — RQ&



Hoeksnelheld en rotatiefrequentie

1 omw/s =27 rad/s =1Hz
Frequentie f — f = Y ;o w=2rf
27

Periode T T = T



Vectoriéle aard van rotatiegrootheden (10.2)

* Enige richting die vast met de rotatie kan verbonden
worden: richting van de rotatie-as

« Welke zin kiezen voor w : Rechterhandregel (of rechtse
schroef)

« Richting van a: ook langs de rotatie-as, + of — afhankelijk
van draaizin en versnelling of vertraging






Krachtmoment (10.4)

* Doel: dynamica van rotatie

» Rotatie-equivalent van de eerste wet van Newton: een vri|
draaiend lichaam Dblijft draalen met een constante
hoeksnelheid als er geen krachten (krachtmomenten) op

Inwerken
« Tweede wet van Newton voor rotatiebewegingen?



Definitie van krachtmoment

« Gemak om een deur te openen:




Definitie van krachtmoment

« Arm = loodrechte afstand van de werklijn van de kracht tot de
rotatie-as (= de kortste afstand tussen het verlengde van de
krachtvector en de rotatie-as):

S Aangrijppunt
Rotatie-as/\/‘\\ van de kracht
\I R, g - /
|
| / /
ﬁf-‘ﬁw 91 Tk
I e e —]
R 5

T = RFsino



Eenheld van krachtmoment

* Eenheid van t:
— kracht x afstand
—NXxm

— Joule (wordt NIET gebruikt voor
krachtmomenten, enkel voor
energie en arbeid)

Axis of rotation Axis of rotation



2¢ Wet van Newton voor rotatie om een vaste
as

* Translatie: alleen de grootte van de massa Is van belang

» Rotatie: massaverdeling is van belang; het
traagheidsmoment is afhankelijk van deze

massaverdeling



Traagheidsmoment van een vast lichaam

Voor een verzameling puntmassa’s:

T = Zri = (ZmiRiz)a
| => mR’

T=la
= rotatie-equivalent van de 2¢ Wet van Newton

7= de som van de uitwendige krachtmomenten
| = het traagheidsmoment van het lichaam (eenheid: kg.m?)



(b)

(d)

Locatie van de Traagheids-

Voorwerp rotatie-as moment
Dunne hoepel, Door 5
straal R, middelpunt MR
Dunne hoepel, Door , ,
straal R, centrale S MR + & Mw?
breedte w diameter

As
Massieve cilinder, Door 1y
straal R, middelpunt m 5 MR,

As
Holle cilinder, Door ] 5
inwendige straal Ry middelpunt p EM(Rl +RY)

uitwendige straal X,




As

{¢) Homogene bol, Door
straal r middelpunt
P 2

(f} Lange homogene Door a As ) 1am
stang, middelpunt ) 12
lengte £ | T
As
(g} Lange homogene Door )J ) lam
stang, uiteinde ~—f{— 3
lengte £
As
() Rechthoekige Door LA w2
dunne plaat, middelpunt = 12M( w*)
lengte £, breedte w ~ {
W




Rotationele kinetische energie (10.8)

Eyin = 1 mv*
2

K = ZEkm—Z( j => m(wR)
:%Zminooz

1

— Z lw? Geldt voor rotatie rond een vaste as!

E

rot



Rotationele plus translationele beweging; rollen
(10.9)

* Rollen zonder slippen:
— rotatie + translatie
— Statische wrijving speelt een rol

— Verband lineaire snelheid en hoeksnelheid (alleen als het
voorwerp niet slipt!):

V=Rw



Welke snelheid zal een massieve bol met massa M en straal r, hebben wanneer
deze zonder slippen onderaan een helling aankomt en bovenaan de helling vanuit
rust startte vanaf een verticale hoogte H? Zie fig. 10.33. (Veronderstel dat er geen
slip optreedt als gevolg van de statische wrijving, die geen arbeid verricht.) Verge-
lijk je resultaat met dat voor een voorwerp dat omlaag glijdt over een wrijvingsloze
helling.

Er is WEL wrijving, anders
glijdt de bol naar beneden
In plaats van te rollen




1 1

E. = > Mv?, ., o |, @° + Mgy
E (boven) = E(onder) = 0+ 0+ MgH :%vaw, +% 0y @°
2 Vv
., ==Mr> 1 @=-YM (1
MM 5 0 ro ( )
2
1 12 Vv
=Mvyy +==Mr| M = MgH Onafhankelijk
2 25 I
van de straal!

1 1 10
(§+gjvfﬂm =0H =V = 7gH

Zonder rotatie :v,,, =+/2gH

115

H

i 9



Conceptvoorbeeld 10.17 Welke is het snelst?

Verschillende voorwerpen rollen, allemaal vanuit rust, zonder te slippen van een
helling met een verticale hoogte H omlaag. De voorwerpen zijn een dunne hoepel
(bijvoorbeeld een gladde trouwring), een marmeren bol, een massieve cilinder (een
AA-batterij) en een leeg conservenblikje. In welke volgorde komen ze onderaan de
helling aan? Maak ook een vergelijking met een ingevet doosje dat van dezelfde
helling afglijdt, waarbij de wrijving verwaarloosbaar is.

1 1
MgH :EMVQM +§IMMa)2

Hoepel
) Leeg blikje
Massieve cilinder (batterij)

-~

&) _ Bol (marmer)
H Wy

Doos (glijdend)

o
N







Hoofdstuk 11: Algemene rotatie










Impulsmoment, om een vaste as roterende
voorwerpen (11.1)

Analogie tussen impuls p (translatie) en impulsmoment L
(rotatie):

p=mv ; L=Ilw

| = Traagheidsmoment
L = Impulsmoment van rotatie om een vaste as
(eenheid: kg.m?/s)



Ook geldig als I niet constant is

Ook geldig voor een systeem van verschillende voorwerpen

Geldig voor rotatie om een VASTE as

Geldig voor een bewegende as, maar L en t moeten dan berekend worden t.o.v.
het massamiddelpunt

= tweede wet van Newton voor rotatie om een vaste as



Behoud van impulsmoment

ZTZO

dL
—>—=0 en L=1w= constant
dt
L
cfl_t = @#n L= lw= constant. [ZT T O]

it is de wet van behoud van impulsmoment voor een roterend voorwerp:

et totale impulsmoment van een roterend voorwerp blijft constant als het netto
itwendige krachtmoment dat erop werkt nul is.




lw=1,w, =Cte.

=» mR*




Een eenvoudige koppeling bestaat uit twee cilindrische platen die tegen elkaar aan
gedrukt kunnen worden om twee delen van een as van een machine met elkaar te
verbinden. De twee platen hebben massa’s M, = 6,0 kg en My = 9,0 kg en de straal
ervan is gelijk, namelijk Ry = 0,60 m. In eerste instantie zijn de platen los van el-
kaar (fig. 11.4). Plaat M, wordt vanuit rust versneld tot een hoeksnelheid w; = 7,2
rad/s in een periode At = 2,0 s. Bereken (a) het impulsmoment van M, en (b) het
benodigde krachtmoment om M, vanuit rust te versnellen tot w;. (¢) Nu wordt plaat
Mg, die in eerste instantie in rust was, maar vrij kon roteren zonder wrijving, krach-
tig tegen de roterende plaat M, aangedrukt, waardoor de twee platen samen gaan
roteren met een constante hoeksnelheid w,, die aanzienlijk kleiner is dan w,. Waar-
om gebeurt dit en hoe groot 1s w,?




1
(a):Ly = [ywq = (EMAR(Z)> W1

1 rad m?
= —-6,0kg - (0,60m)?-7,2— = 7,8kg—
2 , S S
m
. _AL_7,8kgT_39N
Ort =5 =20 ~PNm

(C): IA(I)]_ — (IA T IB)a)Z

I M 6,0kg rad rad
= (2 Yooy = (), = 725522955
Iy + Ip My + Mp 15,0kg S >




Richting van een impulsmoment

Voor een symmetrisch voorwerp dat om een symmetrie-as roteert:

L=Ilw




Veronderstel dat een man met een massa van 60 kg aan de rand van een cirkelvor-
mig platform staat dat een diameter van 6,0 m heeft, op wrijvingsloze lagers ge-
monteerd 1s en een traagheidsmoment van 1800 kg-m~ heeft. Het platform is in
eerste instantie in rust, maar wanneer de man langs de rand van het platform begint
te rennen met een snelheid van 4,2 m/s (ten opzichte van de aarde), begint het plat-
form in de tegengestelde richting te draaien, zoals is weergegeven in fig. 11.5. Be-
reken de hoeksnelheid van het platform.

L =-L

man —  —plaat
L

plaat = |C()

L =mR?~ =mRv
R

mRv
Ia):mRV:G):T timan

‘ L platform

w:60kg.3,0m-4,2m/320,42rad/8 i

1800kgm’




Conceptvoorbeeld 11.5 Tollend fietswiel

Je natuurkundedocent houdt een tollend fietswiel vast terwijl hij op een stilstaande,

wrijvingsloze draaitafel staat (fig. 11.6). Wat zal er gebeuren als de docent het fiets-
wiel plotseling kantelt, zodat het in de tegengestelde richting draait?







Het uitwendig vectorproduct (11.2)
C=AxB
C =ABsIinég

— Grootte: ABsInd (vectorproduct = 0 voor evenwijdige vectoren)

— Richting: rechterhand of rechtse schroef; daaruit volgt dat:
AxB=-BxA

— Staat loodrecht op zowel A als B

— Analytisch berekenen uit de componenten van beide vectoren:
determinant






Berekening van het uitwendig product
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Eigenschappen van het uitwendig product



De krachtmomentvector

Effect van de kracht F (en dus krachtmoment 1)
In de figuur: versnelling o In tegenwijzerzin,
rotatie-as naar de lezer toe: kunnen we t als
vector definiéren?




De krachtmomentvector

 Grootte van t: rFsing

. . — . — MetrenF omgewisseld:
T=F xF Zin tegengesteld aan o
« 1. krachtmoment om O; r: plaatsvector t.o.v. O /

Voor een systeem van puntmassa’s:

F=YrxF




Impulsmoment van een puntmassa (11.3)

We gaan L hier opnieuw definiéren op een meer algemene manier

Definitie van impulsmoment van een puntmassa t.o.v. punt O:

o

L
L p5|n6’_rpL rp v




Afgeleide van het impulsmoment naar de tijd:

d—l:—i(rx D’)—Ex E+de—ﬁ\
dt dt dt dt$
Ccii—:x |T):\7><m\7:m(\7><\7):0

. dL . -
= Zr rm [puntmassa In een inertiaalstelsel]

/

Anders is de 2¢ wet (F = ma) niet geldig



Conceptvoorbeeld 11.7 Het impulsmoment van een puntmassa

Hoe groot is het impulsmoment van een puntmassa met massa m die met een snel-
heid v linksom een cirkelvormige baan beschrijft met een straal »?

p=mv
E:f){ﬁ /._.\n
~ B B B 7
FLp=|Fxp|=rp=rmv o i
V=or=L=rmv=mrio=lw l’ o d \l
\ /
\ /
\ /
N /



Impulsmoment en krachtmoment voor een systeem van
puntmassa’s; algemene beweging (11.4)

« Totaal impulsmoment voor een verzameling puntmassa’s:

=3

« Totaal krachtmoment op een verzameling puntmassa’s (dit zijn zowel
iInwendige als uitwendige krachtmomenten):

Z-net — ZTi — itw



Afleiden van L naar de tijd:

L_yd_yz-z,

— Z 7. [inertiaal referentiestelsel]

e

Omdat we tijdens de afleiding F=dp/dt gebruikt hebben



Algemene relatie tussen 7 en L

Als 7 en L berekend worden t.0.v. het (eventueel bewegend, zelfs
versnellend) massamiddelpunt, blijkt nog steeds te gelden:

dL B,
eI

Bewijs niet te kennen (p. 407)!



Impulsmoment en krachtmoment voor een star
voorwerp (11.5)

* Enkel conceptvoorbeeld 11.9 te kennen (fietswiel kantelen)



Conceptvoorbeeld 11.9 Fietswiel

Veronderstel dat je een fietswiel vasthoudt aan een handvat in het verlengde van de
naaf, zoals in fig. 11.17a. Het wiel draait snel, dus is de richting van het impulsmo-
ment L ervan horizontaal gericht. Op een bepaald moment probeer je plotseling de
as omhoog te kantelen, op de manier zoals is weergegeven door de stippellijn in
fig. 11.17a (het MM beweegt dus verticaal). Je verwacht dat het wiel omhoog be-
weegt (en dat zou ook gebeuren als het niet zou draaien), maar het zwenkt onver-
wacht naar rechts! Leg uit hoe dit kan.

o)

Rotatie-as ™\

om een
. —
wiel te "

; /
laten draaien f

Rotatie-as
om wiel
op te tillen (a)




fzz—lt‘:AEzfdtzré'xdt

De verandering van het impulsmoment ligt volgens de x-richting, dus kantelt de
rotatie-as van het wiel naar rechts!

Rotatie-as ™\
om een

. e
wiel te it

laten draaien ’
Rotatie-as

om wiel
op te tillen (a)




Behoud van impulsmoment (11.6)

* Meest algemene vorm van de 28 wet van Newton voor translaties
(enkel geldig in een inertiaalstelsel):

~dP

ZFuitw _a

« Gelijkaardige vergelijking voor rotatie (geldig in een inertiaalstelsel of
t.0.v. het massamiddelpunt van het systeem):

dL

ZT:E



Wet van behoud van impulsmoment

dL
dt

In woorden:

l

0 en L = constant. X% =0] (11.12

Het totale impulsmoment van een systeem blijft constant als het netto uitwendi:
ge krachtmoment dat op het systeem werkt nul is.



De tweede wet van Kepler stelt dat elke planeet zodanig beweegt dat een lijn tussen
de zon en die planeet in gelijke periodes gelijke oppervlakken (ook perken ge-
noemd) bestrijkt (paragraaf 6.5). Gebruik beh@ van impulsmoment om dit aan te

tonen. QQ !

<|

Planeet

vdtsin 6



Een kogel met een massa m die beweegt met een snelheid v boort zichzelf in de
rand van een cilindervormig voorwerp met massa M en straal R, en blijft daarin
vastzitten, op de manier zoals i1s weergegeven in fig. 11.22. De cilinder, die in

eerste instantie in rust is, begint te roteren om zijn symmetrie-as, die zelf niet be-
weegt. Veronderstel dat er geen wrijvingskrachtmoment i1s. Hoe groot is de hoek-
snelheid van de cilinder dan na deze botsing? Is er behoud van kinetische energie?

De as Is vast!

Veel moeilijker
vraagstuk als de
as niet vast is!




Toe =0= L =cte. ; Lbegin =‘f>< IT)‘ = Rmv
I—einde = Icyla)+ Ikogela)\
IcyI ZEMRZ H—einde Z(EM +mj Rza)
2 2
Ikogel :mRZ
RmV:(%I\/I +ijza):>a): ] my
(I\/I +ij
2

1 > 1 » 1 mM 5

KEi”de_Kbegin :Elcyla) +§Ikogela) _Emv :---:_ZM +4mV



De tol en de gyroscoop (11.7)

Beschouwen we:

Symmetrische tol met massa M
Draait om haar symmetrieas

Staat met haar punt in de oorsprong O van
een inertiaalstelsel

Maa
dan
met

Kt de tol een hoek ¢ met de verticale,
peschrijft ze een kegel om de verticale,

noeksnelheid Q, precessie genoemd




7 Ligt dus in het xy-vlak, dus de verandering van L ligt ook in het xy-viak.

Aangezien L // # en % loodrecht staat op 7, staat dL ook loodrecht op L ; alleen
de richting van L verandert, niet de grootte:

De vector L en de rotatieas beschrijven een horizontale cirkel
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