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Sectie 2.1: Vectorvergelijkingen

]
. . - Uz
Algemene notatie vectoren in R™: u=| .
U,
Definities 2.1 en 2.2
De som van # en v is de vector & + U bepaald door
[ + v]; = [u]; + [V I1<i<m

Veronderstel dat @ € R™ en o € R. Dan is de scalaire
vermenigvuldiging van 4 met « de vector au gedefinieerd door

laii]; = o], 1<i<m
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Stelling 2.2: Eigenschappen van vectoren

Stel @, U en W zijn vectoren in R™ en c en d getallen:

U, veER” =u+veR™ aceR uweR”= aueR™
U+ v=v+4d a(td + U) = atd + aT
(B+0)+B =8+ (T+B) (a+p)id=aid+pi
@+0=0+ud="1 a(BE) = (af)d

G+ (—@)=—d+d=0 14 =1

Bewijs: bvb. achtste eigenschap

(o + B)id]; = (o + B)[4d];
= aldl; + pldl;
= |ad]; + [Bd];
= |t + pul;
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Definitie 2.3: Lineaire combinatie
Stel v1,...,v, € R™en ¢y, ..., c, getallen, dan is

g:clﬁl+"'+cnﬁn

de lineaire combinatie van v, ..., v,, met gewichten ¢4, ..., c,.

Vb. Schrijf 4 en 0 als een lineaire combinatie van ¥; en vs.
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Vb. Een lineaire combinatie in R3.
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Vb. Kunnen we b schrijven als een lineaire combinatie van de
vectoren a@; en d, ?

1 2 7
a = |—2 a, = |5 b= |4
-5 6 -3
Oplossing: Los op: x1@1 + T2Gy = b
1 2 7 1 ‘+2$2 =7
I =2 + i) 51 = 4 —2371 —|—5£U2 =
-5 6 -3 —dx1 +6x9 = -3
1 2 ___ 1 2 7 1 2
Ay, = |—-2 5 ____ — 0 9 18 — 0 1
-5 6 ____ 0 16 32 0 1
1 2 7 1 0 3
— 01 2f =10 1 2 T1 = ____ Ty =
0 0 O 0 0 O
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Sectie 2.2: Opspannende verzamelingen
Definitie 2.4: Span

Stel v ..., U, zijn vectoren in R™. We definiéren Span ({v1, ..., U, })
als de verzameling van alle lineaire combinaties van v, ..., U,,.

S, 2 . 4
Vb. Stel v; = [1] en Uy = [2]
(a) Geef een vector die in Span ({},U2}) zit.

Antwoord:

(b) Beschrijf Span ({¥}, U>}) meetkundig.

Antwoord:
7/27
Algemener:
&)
X3
A
Vi
X
X2 \'/ X1
X1
U5 is een veelvoud van U; Uy is geen veelvoud van v
Span ({Uy, Us}) Span ({v, U2})
rechte door de oorsprong vlak door de oorsprong
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Oef. Bepaal of b deel uitmaakt van Span ({@1, @}).
1 5 ~ —3

a, = |[—2 a, = |—13 b= 8

3 —3 1
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Sectie 2.3: Matrixvoorstellingen

Definitie product m X n matrix en vector:

_xl_
45)
Ax = [C_il C_l:2 C_in] . == xlﬁ’l + 55262 + -+ In&n
Ln
2 3 4] [ 2 | 3 4
Vb. —1 5) -3 T9 = I —1 + X9 ) + I3 -3
6 —2 8| | 6 | —2 8
i 2[171 | 3372 4CE’3
= —lz1| + | dxy | + | —3x3
621 —2x9 813

_2$1%—3I24—4$3
= —1.I1 + 5%2 — 31’3
| 6x1 — 229 + 83
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Stelling 2.3

Stel A is een m X n matrix met kolommen a3, d-, ..., d, en b in R™.

De matrixvergelijking
AZ =0

heeft dezelfde oplossing als

en dezelfde oplossing als het lineair stelsel met uitgebreide matrix

Ay=1[a@ a - @ bl.

Een uitgewerkt voorbeeld:

Als een matrixvergelijking AT = b:
3
5

2 4 I 1
—1 —3 I = 2
6 -2 8 T3 3

Als een vectorvergelijking x1a@; + x2ds + - -+ + x,a, = b :

2 3 4 1
r1 |—1| 4+ | 5 | +23 |3 = |2
6 —2 8 3

In traditionele notatie:
201 + 329 + 43 =
—11’1 + 5%2 - 31’3 =
6371 - 21’2 + 81’3 =
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Vraag: Welke voorwaarde moet voldaan zijn opdat AZ = b een
oplossing zou hebben voor elke b7

Vb. 2.12 Heeft het stelsel A% = b een oplossing voor elke b?

1 3 4 by
A=1-4 2 -6 b= b
-3 -2 -7 b3
Oplossing:
1 3 4 (1 3 4 b1
—4 2 -6 ____ — |10 14 10 by + 4bg
-3 -2 -7 ____ 0 7 5 b3+ 3bh
(1 3 4 by
— [0 14 10 by + 4bq
0 0 0 b3+3b— 1/2(by + 4b1)
1 bs
b3+3b1—§<b2+4b1)20 <~ b3+bl—520
Conclusie:

Vraag — Zie Stelling 2.4

Stel A = [a"l Ein] is een m X n matrix.

@ De vergelijking Ax = b heeft een oplossing voor alle beR™

Welke uitspraken zijn equivalent met uitspraak (1) ?

o ROOD: Elke b € R™ is een lineaire combinatie van de
kolommen van A.

Span ({&1, 6_1:2, 000 ,C_l:n}) = R™,
BLAUW: A heeft een pivot in elke rij.
) A heeft een pivot in elke kolom.

©

©

Vb. 2.12 Heeft het stelsel AZ = b een oplossing voor elke b?
1 3 4 by
A=1|-4 2 -6 b= |by
-3 -2 =7 b3
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Sectie 2.4: Homogene stelsels

Vb. 1.5.1 Beschrijf meetkundig de oplossingsverzameling van
onderstaand homogeen stelsel.

33?1 + 556'2 - 45L’3 =
—3[131 — 2113'2 + 4563 =
6371 + X9 — 8563 = 0

Als een vectorvergelijking x1a@; + x2a5 + -+ + x,a, = b :

3 5 —4 0
I —3| + I9 =2 + I3 4 =10
6 1 —8 0

Als een matrixvergelijking AZ = b:

3 5 | | 0
-3 -2 4 To = 0
6 1 =8| |x3 0
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Als een matrixvergelijking AZ = b:

3 5 —4 I 0
-3 =2 4 Io = 0
6 1 =8| |z3 0
3 5 —4 ____ 1 0 —4/3 0
Ay= -3 —2 4 ____ — e = (01 0 0
6 1 -8 ____ 00 O 0
Ir1 — %563 = 0 I %$3 %
X9 = ____ = I = To| = 0 = I3 0
0 = 0 T3 T3 1

Conclusie:
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Definitie: homogeen lineair stelsel
o Een Iingair stelsel is homogeen als het kan geschreven worden als
AZ = 0.
o Zo een stelsel heeft & = ____ als triviale oplossing.

o Andere oplossingen dan de triviale oplossing noemen we
niet-triviale oplossingen.

Stelling — Vul aan!

Een homogeen stelsel heeft een niet-triviale oplossing als en slechts

als het stelsel een heeft.
1 0 —4/3 0
0 1 0 0
0 0 0 0
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Sectie 2.5: Lineaire onafhankelijkheid

Definitie 2.8

Een verzameling {v},...,v,} in R™ noemen we lineair onafhankelijk

als het stelsel —

enkel de triviale oplossing heeft. De verzameling noemen we lineair
afhankelijk als er gewichten a;y, as, ..., «a, bestaan, die niet allen nul

zijn, zodat - - 5 —
: Q11 + Uy + -+ - + U, = 0.

Zijn deze verzamelingen lineair onafhankelijk?

¢ [ n B T )
2] [o] [o ‘? :g
a.{ |1],]33],]0 b. { : \
ol (77| |0 —3 e
1 7] [-14] ]
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Vraag: Gegeven u« en U. Aan welke voorwaarde moet w voldoen
opdat de verzameling {i, ¥, @} lineair onafhankelijk zou zijn?

3 1
U= |1| env= |6
0 0

—

w

—
u

X1

lineair afhankelijk lineair onafhankelijk
@ € Span ({&@, T}) W ¢ Span ({u, v})

Geef een w0 zodat {u, ¥, W} lineair afhankelijk is: w0 = |____
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Vb. 2.17 Is de verzameling S' lineair onafhankelijk?

([2] [1] [2] [-6])
—1 2 1 7
S=< 13|, |-1]|, |3, |-1{;
1 5 6 0
2] (2] [1] [1])
Oplossing: los dit stelsel op
[ 2] [ 1] [ 2] [—6]
—1 2 1 7
T 3 + X9 —1 + X3 -3 + X4 —1 :6
1 5 6 0
| 2 | 2 |1 |1
Stelling 2.7
De kolommen van een matrix A zijn lineair onafhankelijk als en
slechts als AZ = 0 alleen heeft.

2127



(2 1 2 —6 0] 0 0 —2 0]
-1 2 1 7 0 0 0 4 0
A=13 -1 -3 =1 0l —=1]0 o0 30
1 5 6 0 O O O 0 0 0
| 2 2 1 I 0] 0 0 0 0 0]
_xl_ _2.%'4_ —2_
- i) L —45U4 o —4
= I3 a 3[174 T 3
_$4_ _274_ _1_
Stel x4, = 1, dan geldt:
[ 2] [ 1] [ 2 ] [—6
—1 2 1 7
213 | +(—4)|-1| +3|-3|+1|-1| =0
1 5) 6 0
_2_ _2_ _1_ _1_
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Sectie 2.6: Balanceren van chemische
vergelijkingen
H

'\/H

G G

/\ '

HH HH |
_|_

<$1)03H8 (Ig)Og — ($3)COQ + ($4)HQO

CsHgs Oy COy Hy0O
Koolstof-atomen 3 0 1 0

Waterstof-atomen | 8 0 0 2
Zuurstof-atomen 0 2 2 1

3 0 1 S
1 8| + i) 0 = T3 O + Ty | ———
0 2 2 S
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3 0 1 0

1 |8 + 22 [0 =23 [0 + 24 |2
0 2 2 1
3 0 —1 0 o
x1 |8 +x2 |0 + I3 0 + x4 | 2] = | -
0 2 —2 —1 o
3x1 +0xs —1lzz +0x4
Traditionele notatie: 8r1 +0x9 +0x3 —2x14
Oacl —|—2.T2 —21’3 _1564
30 -1 0 il
Matrixnotatie: 8 0 0 =2 :1;2 =
02 —2 —1| |7
_I4_
Algemene notatie:  AZ = b
31 +0xy —1lxs +0x4
Traditionele notatie: 8r1 +0xs +0x3 —2x4
Ox; +2x9 —2x3 —lay
30 -1 0 ____ 100 —-1/40
A b=180 0 -2 | - |01 0 —=5/40
02 -2 —1 ____ 001 -3/40
1 5 3
T = —X To = —X T3 = —X
1= T 2= 4T 3= 4T

(.’L‘l)CgHg + (372)02 — (.733)002 + ($4)HQO

___(73f18‘+'___()2-—+ ___(7(92-+-___]75()
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Oef. Balanceer de gegeven chemische vergelijking.
]JlAlQOg + J}QC — Zl?gAl + $4COQ
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