Hoofdstuk 10: Complexe Eigenwaarden

o Sectie 10.1: Complexe vector- en matrixberekeningen (zelfstudie)
o Sectie 10.2: Berekenen van complexe eigenwaarden
o Sectie 10.3: Discrete dynamische systemen herbekeken
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Papagiannopoulou et al., Vegetation anomalies caused by antecedent

precipitation in most of the world. Environmental Research Letters, 2017.
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Vb. 10.2 Bepaal het effect van de lineaire transformatie T'(Z) = A&
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Vb. Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A.

10 —1 . cos ¢ —sing
A_ll O} Tip: [singb cosgb]

—1
1

0=det(A—\)= "" ' =\ 41 Eigenw.: ___en ___

Eigenwaarde \ =1

Uitgebreide matrix:

—i =1 0 _>_—z'—10_>—i—10_>—z'—10
1 —i 0 i =2 0 i 0 0O 0 0

oo e

Vb. Bepaal de eigenwaarden en eigenvectoren van A.

10 —1 - cos¢ —sing
A_ll O} Tip: [singb cosqb]
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Eigenwaarde A = —1

Uitgebreide matrix:

Hr
s [0 ]3] [

Algemene eigenschap: als )\ een complexe eigenwaarde is van de
n X n matrix A, dan is \
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Vraag

Stel dat A een reéle n X n matrix is, A een complexe eigenwaarde van
A en & een complexe eigenvector van A. Welke van de onderstaande
gelijkheden is dan waar?

o ROOD: AZ=AZ

o AZ = AZ
o BLAUW: AZ = )\Z
o N =)\T

Meerdere gelijkheden kunnen correct zijn.

Conclusie:
In het voorbeeld van de vorige slide: -
. . L : 1
Eigenwaarde: A\ =1¢  Basis eigenruimte: { 1] }

Eigenwaarde: A\ = —:  Basis eigenruimte: { —z] }
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Sectie 10.3: Disc. dyn. systemen herbekeken
Vb. 10.3 Bespreek de lineaire transformatie T'(£) = C'& met

C = [g _ab] en a en b reele getallen die niet beiden nul zijn.

0=det(C—N) = (__________ )2+ b* =a* — 2 a + N\ + b
A — 2a)\ + a® + b
D = 40> —4(a®+b*) = —4b* = ________

Eigenwaarden: \ = =a =+ bi
Modulus van A:  |A| = Va2 +b2=r
co— [a/r —b/?“]

r
ol T
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Beschrijf de verandering die de vector & doormaakt door herhaaldelijk
de lineaire transformatie 7'(Z) = C'E toe te passen als r > 1.

£ = H . &=0F, &=CH,
c - |@ —b| _|r O |cos¢ —sing
b a 0 r||sing cos¢
X2

x1
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Vb. 10.4 Ontbind de matrix A als A = PCP 1.

0.5 —0.6
A= [0.75 1.1]

Oplossing:
0 = det(A— )
= (0.5—A)(1.1 = \) — (=0.6) x 0.75
= 0.55— 0.5\ — 1IN+ 22 +3/5 x 3/4
= AN —16A+1

Eigenwaarden en eigenvectoren via Matlab/Python:

A=0.840.6: ; Basis eigenruimte : { —2+4 }

A=0.8—0.6; ; Basis eigenruimte : { —2od }
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Vraag — Herhaling vorige les

In welke van de onderstaande gevallen is een 2 X 2 matrix A
diagonaliseerbaar d.m.v. A= PDP~17?

o ROOD: Als A twee verschillende reéle eigenwaarden heeft.

) Als A een dubbele eigenwaarde heeft en de
corresponderende eigenruimte dimensie één heeft.

o BLAUW: Als A een dubbele eigenwaarde heeft en de
corresponderende eigenruimte dimensie twee heeft.

) Als A twee verschillende complexe eigenwaarden heeft.
[ M O o 0 i
0 X -+ O _
A:[’I_JH ’172 T_J’n} . :2 . ['Ul "72 677,}1
00 An |
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Stelling 10.5

Stel A is een 2 X 2 matrix met complexe eigenwaarde A = a — bi
(b # 0) en een bijhorende eigenvector v € C", dan geldt

A= pCp! C:[Z’ _ab] P:[Ref)’ Imﬁ].

Zonder bewijs

0.5 —0.6
0.75 1.1

S

Controle: A = PCP~ ' = AP = PC

(0.5 —06][-2 —4 —4 -2
AP = 0.75 1.1”5 0]_[4 —3]

re = [ 3] 6 )= ]

Vb. 10.4 A= [

A=08—06i @ = [_2 a 42]

5
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Vb. 10.4 Bepaal het effect van de lineaire transformatie 7'(Z) = AZ
door gebruik te maken van A = PCP~L.

X2

A

Xle

x|

L]
xl

5,

—1
et [-2 4] 08 —06] [-2 -4
A=pPep— = [5 0|06 08][5 0

_ — 0] |cosp —sing| _
B P[O ___] [Singb COS¢]P1

r? = |\?=0.8+0.6° = 0.64 + 0.36 = 1
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Herhaling H5: Verandering van basis

Vb. Standaardbasis {€7, €5} = [(1)] _ [(l)] Basis 3 — { E] | [—12]}

et il ::;,I_..-r-""' :;,I_..-r-"" -
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Vb. Analyseer het dynamisch systeem &, 1 = A¥; met

0.8 0.5
A= [0.1 1.0]

Eigenwaarden en eigenvectoren via Matlab/Python:

A=PCP™' = [ ] 02] [05 —(115]

B 0| [cos¢ —sing| ,_
- [O r] [sm(b cos ¢ ] P
(

r* = AP =(0.9°+(0.2)>=0.81+0.04 < ___

&l

|A| =1 Ellipsbeweging rond de
oorsprong

. .
. .
. . H
hile I
55
>3

= |A| > 1 Spiraalbeweging

Sy

&l

|A| < 1 Spiraalbeweging
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Analyse van klimaatverandering
Met lineaire modellen
B = AR,
(7] 0.8 0.3 0.33| |
nke1| = [0.18 0.9 0.2 |nk
Uk+1 —0.1 0.3 0.94| | v
tp, = temperatuur op tijdstip k£
nr = hoeveelheid neerslag op tijdstip k
v, = vegetatie op tijdstip k
txr1 = temperatuur op tijdstip £+ 1
ngi1 = hoeveelheid neerslag op tijdstip &£ + 1
V41 = vegetatie op tijdstip k+ 1
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Waar of vals? (Examenvraag Januari 2015)

Stel dat A een 2 x 2 matrix is die kan ontbonden worden in de vorm

A= PCP™! met
a —b
C_[b a ]

Dan is de matrix P uniek.
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