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Het bolopperviak

Definitie 1.7.1. Eenbolopperviak met middelpunt m en straal R is de verzameling van alle
punten die op vaste afstand R van m liggen.

{p(x,y,2) €R® | d(p,m) =R}

Cartesische vergelijking

(X—X%0)2+ (Y—Yo)®+ (z—2)*=R*  met nixo, Yo, 2)

Een vergelijking van de tweede graad in X, y en z stelt eerppelwlak (of de ledige verza-
meling) voor als de coéfficiénten van ¥ en zx gelijk zijn aan 0 en als de coéfficiénten van
x2, y? en Z gelijk zijn en verschillend van 0.

= Voorbeeld 1.9 Bepaal middelpunt en straal var?4+ 4y? + 42° — 8x+ 8y — 162+ 23=0.
Omzetting van de vergelijking:

WAy +2-2X+2y— 42+ 2 =0 & (x-12+(y+1)?+(z-2?2%=13
Middelpuntm(1, —1,2), straal R= 1.

Eigenschap 1.7.1 .

(1) Is p een punt van de bol met middelpumi dan staat de rechtmp loodrecht op het
raakvlak (en dus ook elke raaklijn) maan de bol.
(2) Zijn p1 enp punten van de bol met middelpumt dan behoorin tot het middelloodviak

van[pi, pz).

= Voorbeeld 1.10 Bepaal raakvlak en normaal in het pyit,, 1,0) aan de bol
XY+ P+ 2X—2y=2.

De vergelijking van het boloppervlak is gelijkwaardig metx+1)° + (y— 1>+ 2 =4
Middelpunt van de bolm(—1,1,0).

Uit eigenschap (1) volgtpr L raakvlak inp.

= De normaalvector van het raakvlak-2,0,0} // {1,0,0}

Raakvlak: x=1

Normaal: {y =1
z=0

= Voorbeeld 1.11 Bepaal de vergelijking van het bolopperviak door de punt€r0,0), a(3,5, —4),
b(3,3,0) enc(0,4,—4).

Uit eigenschap (2) volgt dat het middelpunt het snijpuntds de middelloodviakken van drie
lijnstukken bepaald door de vier punten. De straal is deaatstvan één van de punten tot het
middelpunt.
Middelloodvlak vanjoal:

— midden varjod: my = (3,3,-2)

— richtingsvector vama: U; = {3,5,—4}

— middelloodvlak gaat doam; en heeft normaalvectah: a;: 3x+5y—4z=25
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Middelloodvlak van[ob]:
— doormy(3,3,0), met normaalvectoli{3,3,0} // {1,1,0}:  ap: x+y=3

Middelloodvlak vanoc]:
— doormg(0,2,—2), met normaalvectoriz{0,4, -4} // {0,1,—-1}: as:y—z=4

Middelpuntmvan de bol is het snijpunt vam, a», d3:

X+y=3 = m(3,0,—4)

3X+5y—4z=25
y—z=4

Straal: R=d(o,m) =5
Vergelijking van het bolopperviak door de 4 puntér:- 3)% +y? 4 (z+ 4)? = 25.

1.8 De cirkel in de ruimte
1.8.1 Middelpunt en straal van de cirkel

De vergelijking van de cirkeC kan men bijvoorbeeld bekomen als snijlijn van een Bohet
een vlaka:

(X=%0)2+ (Y—Y0)* + (2— 20)* = R

ax+by+cz+d=0 I

Dit stelsel is niet uniek!

Middelpunt van de cirkel:
Bepaal de rechteL door het middelpunt

mo(Xo, Yo,20) van de bolB loodrecht op het viak
a. Het middelpuntm, van de cirkel is het snij-
punt vanL ena.

Straal van de cirkel:
Bepaal de afstandly van my tot a. Uit de
stelling van Pythagoras volgt de straal van de

cirkel: r = /R2 —d3.

XY+ —8x—6y—4z+4=0

» Voorbeeld 1.12 Bepaal middelpunt en straal van de cwk%l.z)(+y+ 2y 3

De bol heeft middelpunty(4,3,2) en straaR = 5 omdat

Xy 4+ —8x—6y—4z+4=0 < (x—4)2+(y—3)>+(z—2)?>=25
X—4 y-3 z-2
2 1 2

De rechtel. doormy, loodrecht op:

Het snijpunt vari. ena:

x=2k+4
y=k+3
z=2k+2
2X+y+2z=3

= 2(2k+4)+ (k+3)+2(k+2)=3 & Sk=-12
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Middelpunt van de cirkelmy (3,3, —2)
De afstanddy vanmg tot a:

_[8+3+4-3 _,
 VA+1+4

De straal van de cirkel: r =+/25—-16=3

do = d(mp, )

Cirkel door drie niet-collineaire punten

Bepaal het vlala door de 3 punten.
Bepaal de middelloodvlakkea; en a; van 2 lijnstukken bepaald door de 3 punten. Neem een
willekeurig puntmg op de snijlijn vana; enay, en bereken de afstafitlvanm tot één van de
3 punten.

De cirkel wordt bepaald door het stelsel gevormd door deeligking van het viaka en de bol
met middelpuntrg en straaR.

1) Kiezen wemg in hetvlaka (m.a.w.mp het snijpunt van de 3 vlakkem, a; enay), dan zijn
my enRtevens het middelpunt en de straal van de cirkel.

= Voorbeeld 1.13 Bepaal de cirkel door de punta(0,1,0), b(—1,1,0) enc(0,1,1).

X y-1 z
Vlak a doora, b enc: -1 0 0|=0 & y=1
0 0 1

Middelloodvlaka; van[ab:

doormy(—3,1,0) met normaalvector; = {1,0,0} : x=—3
Middelloodvlaka; van[ad:

doormy(0, 1, %) met normaalvector, = {0,0,1} :

~ N

Een punt van de snijlijn vao; enay:  my(—3,0, 3

De straal van de bol is: R= |moa| = /% +1+3 =

. y=1
D kel:
o { (x+ )+ (- 4)° -

o

Nl

1) Hetsnijpuntvam, a; enazis m(f%, 1, %) en is tevens het middelpunt van de cirkel.
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1.9 Classificatie van tweedegraadsopperviakken in de ruimte

Bij de classificatie wordt enkel de standaardvorm vermeldrdatie of translatie is elke tweede-

graadsvergelijking naar deze vorm herleidbaar.
De snijkromme van een opperviak met een cotrdinaatviak hoeem eendoorgang De
snijkromme van een oppervlak met een viak evenwijdig met@érde codrdinaatvlakken noemt

men eemiveaulijn.

1.9.1 De ellipsoide

A\
X2 ¢
T f +=5=1
a2 b2 c?
1. Het middelpunt i®. De halve assen zijn
a b, c
2. De drie doorgangen zijn ellipsen. 7 )Y
3. Zijn 2 van de drie getallem, b, c gelijk
dan heeft men een omwentelingsellipsoide.
. . . a
Is bv. a=c, dan is dit de omwentelingsel-
lipsoide die ontstaat door wentelen van de
ellips g—i + § = 1in hetXY-vlak om deY- ¥
as.
4. Isa=b=cdanis de ellipsoide een bol.
1.9.2 De hyperboloide Z
De eenbladige hyperboloide
X2 v
£ P E
a2 b2 2

1. Het middelpunt i®. De halve assen zijn
a b, c
2. Twee van de drie doorgangen zijn hyperbo-
len, de derde doorgang is een ellips.
3. Isa=b, dan is dit de omwentelingshyper-
boloide die ontstaat door wentelen van de X
hyperboolg - é =1 in hetY Z-vlak om
deZ-as.
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De tweebladige hyperboloide

1.

2.

Het middelpunt i©. De halve assen zijn
a b, c

Twee van de drie doorgangen zijn hyper-
bolen, de derde doorgang is ledig. De ni-
veaulijnen parallel met deze derde door-
gang zijn ellipsen (of ledig).

. Isa=c, dan is dit de omwentelingshyper-

boloide die ontsztaat door wentelen van de
hyperboolg — % = 1in hetXY-viak om
deY-as.

1.9.3 De paraboloide
De elliptische paraboloide

X2 y2

Q—FEZZCZ

1. De top iso.
2. Twee van de drie doorgangen zijn parabo-

len, de derde doorgang is de oorsprong.
Niveaulijnen parallel met deze derde door-
gang zijn ellipsen.

Isa=b, dan is dit de omwentelingspara-

boloide die ontstaat door wentelen van de
paraboolg = 2czin hetY Z-vlak om dezZ-

as.

F=4

Z|

—

-
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De hyperbolische paraboloide

2 2
y> X
@ R

1. Twee van de drie doorgangen zijn parabo-
len, de derde doorgang bestaat uit twee
rechten. Niveaulijnen parallel met deze
derde doorgang zijn hyperbolen.

2. Dit oppervlak wordt ook eemadelopper-
vlak genoemd. De oorsprong is reddel-

Z|

Z|

punt.

1.9.4 De kegel
X2y 2
2@ e ?

1) Twee van de drie doorgangen vormen

“"een rechtenpaar, de derde doorgang is
de oorsprong. Niveaulijnen parallel
met deze derde doorgang zijn ellipsen.
Niveaulijnen evenwijdig aan de eerste
twee doorgangen zijn hyperbolen.

1.9.5 Het cilinderopperviak
De hyperbolische cilinder

=

X2 y2

@ B

1. De beschrijvenden van dit cilinderoppervlak zijn evgdigimet deZ-as.
2. De niveaulijnen verkregen door doorsneden loodrechtedf>as zijn hyperbolen.

De elliptische cilinder

X2 y2

2Te =1

1. De beschrijvenden van dit cilinderoppervlak zijn evgdigimet deZ-as.
2. De niveaulijnen verkregen door doorsneden loodrechteapas zijn ellipsen.



1.9.6

1.10
1.10.1

1.10.2

1.10 Coodrdinatenstelsels in de ruimte

De parabolische cilinder

X% = 2cy

1. De beschrijvenden van dit cilinderopperviak zijn evgdigimet dezZ-as.

2. De niveaulijnen verkregen door doorsneden loodrechteap-as zijn parabolen.

Ontaarde gevallen

Tweedegraadsvergelijkingen ontaarden soms in één of meeedrstegraadsvergelijking.

= Voorbeeld 1.14 .

x? =9 : twee evenwijdige vlakken
x? —y? =0 : twee vlakken
x*+y?>=0:deZ-as

x?+y?+ 27> =0 de oorsprong

rownNPE

Coordinatenstelsels in de ruimte

Cartesische codrdinaten (Ca.Co.)
Beschouw een vast punten een rechtshan-
dige orthonormale basi, &, &,.

Elk punt p wordt op ondubbelzinnige wijze
bepaald door zijn plaatsvector

O—b:Xéx+yéy+Zéz

Het puntp heeft cotrdinaten’x, y, z)
& op heeft componentef, y, z}

We noemer(x, Y, z) de cartesischecodrdina-
ten van een punt.

Cilindercodrdinaten (Ci.Co.)

Bepaal de loodrechte projectpévan het punt

p op hetXY-vlak. Het puntp wordt op ondub-
belzinnige wijze bepaald door de poolcoordi-
naten(r,d) van het puny in hetXY-vlak en
dez-codrdinaat van het purmt

We noemertr, 9, z)

decilindercoérdinaten van een punt.
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1.10.3 Bolcoordinaten

Bepaal de loodrechte projectpévan het punt

p op hetXY-vlak. Het puntp wordt op on- Z
dubbelzinnige wijze bepaald door de afstand
p vano tot p (p > 0), de poolhoekd van »
het puntp in het XY-vlak en de hoekg¢ p !
(0< ¢ < n) tussen deZ-as en de voerstraal 4 }
op. — }
We noemer{p, 3, ¢) P \\\ |
debolcodrdinaten van een punt. \\p,
X
1.10.4 Omzettingsformules
Ca.Co(x, Y, 2) Ci.Co(r, 3,2 Bo.Co(p, 3, ¢)
VR gt )
Ca.Co.(x, Y, 2) 9 — ’Bgtg(y)/
X /2 12
7— 7 —’Bgtg( x+y>
— V212
X =rcosd p=
Ci.Co.(r,8,2) || y=rsind 9=9 )
z=12 ¢= ’Bgtg<£>
X=psingcosd | r=psing
Bo.Co.(p,3,¢) || y=psingsind |3 =79
z= pcosp Z= pcosp
ZA
Ca. Co
e Ci. Co.
~ ——— Bo. Co
P
.
e
> \ y o
\\\K ‘ —
‘;%’/\“ " | 7 Y
i
rs N



1.10 Coodrdinatenstelsels in de ruimte

= Voorbeeld 1.15 Bepaal Ci.Co. en Bo.Co. van het punt met Ca.gGd—1, 0, —/3).
Bepaal Ca.Co. en Bo.Co. van het punt met Ci.gg2v/2, 7, 0).
Bepaal Ca.Co. en Ci.Co. van het punt met Bo.0441, %", 3)-

P1 P2 P3

Ca.Co.(x, Y, 2) (-1,0,—V3) (2,-2,0) (—— - —)

CiCo.(r, 9,2 | (1,m—v3) (2\@’7771’0> (ﬁ n %>

5m T i
BO'CO'(p>797 ¢) (27 T[,€> (2\/27?a§> <1,E,§>

= Voorbeeld 1.16 Bepaal de vergelijking in Ci.Co. en in Bo.Co. van:
1. de eenbladige hyperboloidex?4+ 4y? = 472 + 1
Ci.Co.. 42=472+1 < &2-472=1
Bo.Co.: 42—42=1 & 4p?sit¢ —4p?cosd =1 < 4p%cos2p+1=0
2. de kegel: B2 +y?) =27
Ci.Co.: 32=7

r2 1
Bo.Co.: 3°2=7 — = & tgld =




