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1.7 Het boloppervlak

Definitie 1.7.1. Eenboloppervlak met middelpunt m en straal R is de verzameling van alle
punten die op vaste afstand R van m liggen.

{p(x,y,z) ∈ R3
∣∣ d(p,m) = R}

Cartesische vergelijking

(x−x0)
2+(y−y0)

2+(z−z0)
2 = R2 met m(x0, y0, z0)

Een vergelijking van de tweede graad in x, y en z stelt een boloppervlak (of de ledige verza-
meling) voor als de coëfficiënten van xy, yz en zx gelijk zijn aan 0 en als de coëfficiënten van
x2, y2 en z2 gelijk zijn en verschillend van 0.

� Voorbeeld 1.9 Bepaal middelpunt en straal van 4x2+4y2+4z2−8x+8y−16z+23= 0.

Omzetting van de vergelijking:

x2+y2+z2−2x+2y−4z+ 23
4 = 0 ⇔ (x−1)2+(y+1)2+(z−2)2 = 1

4
Middelpuntm(1,−1,2), straal R= 1

2.

Eigenschap 1.7.1 .

(1) Is p een punt van de bol met middelpuntm, dan staat de rechtemp loodrecht op het
raakvlak (en dus ook elke raaklijn) inp aan de bol.

(2) Zijn p1 enp2 punten van de bol met middelpuntm, dan behoortm tot het middelloodvlak
van [p1, p2].

� Voorbeeld 1.10 Bepaal raakvlak en normaal in het puntp(1,1,0) aan de bol
x2+y2+z2+2x−2y= 2.

De vergelijking van het boloppervlak is gelijkwaardig met:(x+1)2+(y−1)2+z2 = 4
Middelpunt van de bol:m(−1,1,0).
Uit eigenschap (1) volgt:−→pm⊥ raakvlak inp.
⇒ De normaalvector van het raakvlak:{−2,0,0}//{1,0,0}
Raakvlak: x= 1

Normaal:

{
y = 1
z = 0

� Voorbeeld 1.11 Bepaal de vergelijking van het boloppervlak door de punteno(0,0,0), a(3,5,−4),
b(3,3,0) enc(0,4,−4).

Uit eigenschap (2) volgt dat het middelpunt het snijpunt is van de middelloodvlakken van drie
lijnstukken bepaald door de vier punten. De straal is de afstand van één van de punten tot het
middelpunt.

Middelloodvlak van[oa]:

– midden van[oa]: m1 = (3
2,

5
2,−2)

– richtingsvector vanoa: ~u1 = {3,5,−4}
– middelloodvlak gaat doorm1 en heeft normaalvector~u1: α1 : 3x+5y−4z= 25
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Middelloodvlak van[ob]:

– doorm2(
3
2,

3
2,0), met normaalvector~u2{3,3,0}//{1,1,0}: α2 : x+y= 3

Middelloodvlak van[oc]:

– doorm3(0,2,−2), met normaalvector~u3{0,4,−4}//{0,1,−1}: α3 : y−z= 4

Middelpuntmvan de bol is het snijpunt vanα1, α2, α3:




3x+5y−4z= 25
x+y= 3
y−z= 4

⇒ m(3,0,−4)

Straal: R= d(o,m) = 5
Vergelijking van het boloppervlak door de 4 punten:(x−3)2+y2+(z+4)2 = 25.

1.8 De cirkel in de ruimte

1.8.1 Middelpunt en straal van de cirkel

De vergelijking van de cirkelC kan men bijvoorbeeld bekomen als snijlijn van een bolB met
een vlakα :{

(x−x0)
2+(y−y0)

2+(z−z0)
2 = R2

ax+by+cz+d = 0

Dit stelsel is niet uniek!

Middelpunt van de cirkel:
Bepaal de rechteL door het middelpunt
m0(x0,y0,z0) van de bolB loodrecht op het vlak
α . Het middelpuntm1 van de cirkel is het snij-
punt vanL enα .

Straal van de cirkel:
Bepaal de afstandd0 van m0 tot α . Uit de
stelling van Pythagoras volgt de straal van de

cirkel: r =
√

R2−d2
0.

�

�

L

m

0

d

0

m

1

r

R

�

B

� Voorbeeld 1.12 Bepaal middelpunt en straal van de cirkel:

{
x2+y2+z2−8x−6y−4z+4= 0
2x+y+2z= 3

De bol heeft middelpuntm0(4,3,2) en straalR= 5 omdat

x2+y2+z2−8x−6y−4z+4= 0 ⇔ (x−4)2+(y−3)2+(z−2)2 = 25

De rechteL doorm0, loodrecht opα :
x−4

2
=

y−3
1

=
z−2

2
Het snijpunt vanL enα :





x= 2k+4
y= k+3
z= 2k+2
2x+y+2z= 3

⇒ 2(2k+4)+ (k+3)+2(2k+2) = 3 ⇔ 9k=−12
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Middelpunt van de cirkel:m1
(

4
3,

5
3,−2

3

)

De afstandd0 vanm0 tot α :

d0 = d(m0,α) =
|8+3+4−3|√

4+1+4
= 4

De straal van de cirkel: r =
√

25−16= 3

1.8.2 Cirkel door drie niet-collineaire punten

Bepaal het vlakα door de 3 punten.
Bepaal de middelloodvlakkenα1 enα2 van 2 lijnstukken bepaald door de 3 punten. Neem een
willekeurig puntm0 op de snijlijn vanα1 enα2, en bereken de afstandR vanm0 tot één van de
3 punten.
De cirkel wordt bepaald door het stelsel gevormd door de vergelijking van het vlakα en de bol
met middelpuntm0 en straalR.

! Kiezen wem0 in het vlakα (m.a.w.m0 het snijpunt van de 3 vlakkenα, α1 enα2), dan zijn
m0 enR tevens het middelpunt en de straal van de cirkel.

� Voorbeeld 1.13 Bepaal de cirkel door de puntena(0,1,0), b(−1,1,0) enc(0,1,1).

Vlak α doora, b enc:

∣∣∣∣∣∣

x y−1 z
−1 0 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇔ y= 1

Middelloodvlakα1 van[ab]:
doorm1(−1

2,1,0) met normaalvector~n1 = {1,0,0} : x=−1
2

Middelloodvlakα2 van [ac]:
doorm2(0,1, 1

2) met normaalvector~n2 = {0,0,1} : z= 1
2

Een punt van de snijlijn vanα1 enα2 : m0(−1
2,0,

1
2)

De straal van de bol is: R= |m0a|=
√

1
4 +1+ 1

4 =
√

3
2

De cirkel:

{
y= 1(
x+ 1

2

)2
+y2+

(
z− 1

2

)2
= 3

2

! Het snijpunt vanα, α1 enα2 is m(− 1
2,1,

1
2) en is tevens het middelpunt van de cirkel.
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1.9 Classificatie van tweedegraadsoppervlakken in de ruimte

Bij de classificatie wordt enkel de standaardvorm vermeld. Na rotatie of translatie is elke tweede-
graadsvergelijking naar deze vorm herleidbaar.

De snijkromme van een oppervlak met een coördinaatvlak noemt men eendoorgang. De
snijkromme van een oppervlak met een vlak evenwijdig met éénvan de coördinaatvlakken noemt
men eenniveaulijn .

1.9.1 De ellipsoïde

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1

1. Het middelpunt iso. De halve assen zijn
a, b, c.

2. De drie doorgangen zijn ellipsen.
3. Zijn 2 van de drie getallena, b, c gelijk

dan heeft men een omwentelingsellipsoïde.
Is bv. a= c, dan is dit de omwentelingsel-
lipsoïde die ontstaat door wentelen van de

ellips x2

a2 +
y2

b2 = 1 in hetXY-vlak om deY-
as.

4. Isa= b= c dan is de ellipsoïde een bol.

X

Y

Z

o

a

b

c

1.9.2 De hyperboloïde

De eenbladige hyperboloïde

x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 = 1

1. Het middelpunt iso. De halve assen zijn
a, b, c.

2. Twee van de drie doorgangen zijn hyperbo-
len, de derde doorgang is een ellips.

3. Isa= b, dan is dit de omwentelingshyper-
boloïde die ontstaat door wentelen van de
hyperbool y2

b2 − z2

c2 = 1 in hetYZ-vlak om
deZ-as.

X

Y

Z

o

a

b
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De tweebladige hyperboloïde

y2

b2 −
x2

a2 −
z2

c2 = 1

1. Het middelpunt iso. De halve assen zijn
a, b, c.

2. Twee van de drie doorgangen zijn hyper-
bolen, de derde doorgang is ledig. De ni-
veaulijnen parallel met deze derde door-
gang zijn ellipsen (of ledig).

3. Is a= c, dan is dit de omwentelingshyper-
boloïde die ontstaat door wentelen van de
hyperbool y2

b2 − x2

a2 = 1 in hetXY-vlak om
deY-as.

X

Y

Z

o

1.9.3 De paraboloïde

De elliptische paraboloïde

x2

a2 +
y2

b2 = 2cz

1. De top iso.
2. Twee van de drie doorgangen zijn parabo-

len, de derde doorgang is de oorsprong.
Niveaulijnen parallel met deze derde door-
gang zijn ellipsen.

3. Is a = b, dan is dit de omwentelingspara-
boloïde die ontstaat door wentelen van de
parabooly

2

b2 = 2cz in hetYZ-vlak om deZ-
as.

X

Y

Z

o
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De hyperbolische paraboloïde

y2

a2 −
x2

b2 = 2cz

1. Twee van de drie doorgangen zijn parabo-
len, de derde doorgang bestaat uit twee
rechten. Niveaulijnen parallel met deze
derde doorgang zijn hyperbolen.

2. Dit oppervlak wordt ook eenzadelopper-
vlak genoemd. De oorsprong is hetzadel-
punt.

X

Y

Z

o

1.9.4 De kegel

x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 = 0

! Twee van de drie doorgangen vormen
een rechtenpaar, de derde doorgang is
de oorsprong. Niveaulijnen parallel
met deze derde doorgang zijn ellipsen.
Niveaulijnen evenwijdig aan de eerste
twee doorgangen zijn hyperbolen.

X

Y

Z

1.9.5 Het cilinderoppervlak

De hyperbolische cilinder

x2

a2 −
y2

b2 = 1

1. De beschrijvenden van dit cilinderoppervlak zijn evenwijdig met deZ-as.
2. De niveaulijnen verkregen door doorsneden loodrecht op deZ-as zijn hyperbolen.

De elliptische cilinder

x2

a2 +
y2

b2 = 1

1. De beschrijvenden van dit cilinderoppervlak zijn evenwijdig met deZ-as.
2. De niveaulijnen verkregen door doorsneden loodrecht op deZ-as zijn ellipsen.
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De parabolische cilinder

x2 = 2cy

1. De beschrijvenden van dit cilinderoppervlak zijn evenwijdig met deZ-as.
2. De niveaulijnen verkregen door doorsneden loodrecht op deZ-as zijn parabolen.

1.9.6 Ontaarde gevallen

Tweedegraadsvergelijkingen ontaarden soms in één of meerdere eerstegraadsvergelijking.

� Voorbeeld 1.14 .

1. x2 = 9 : twee evenwijdige vlakken
2. x2−y2 = 0 : twee vlakken
3. x2+y2 = 0 : deZ-as
4. x2+y2+z2 = 0 : de oorsprong

1.10 Coördinatenstelsels in de ruimte

1.10.1 Cartesische coördinaten (Ca.Co.)
Beschouw een vast punto en een rechtshan-
dige orthonormale basis~ex,~ey,~ez.
Elk punt p wordt op ondubbelzinnige wijze
bepaald door zijn plaatsvector

−→op= x~ex+y~ey+z~ez

Het puntp heeft coördinaten(x, y, z)
⇔−→op heeft componenten{x, y, z}

We noemen(x, y, z) decartesischecoördina-
ten van een punt.

X

Y

Z

~e

x

~e

y

~e

z

x

y

z

p

o

1.10.2 Cilindercoördinaten (Ci.Co.)
Bepaal de loodrechte projectiep′ van het punt
p op hetXY-vlak. Het puntp wordt op ondub-
belzinnige wijze bepaald door de poolcoördi-
naten(r,ϑ) van het puntp′ in hetXY-vlak en
dez-coördinaat van het puntp.

We noemen(r, ϑ , z)
decilindercoördinaten van een punt. X

Y

Z

p

z

o

�

p

0

r
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1.10.3 Bolcoördinaten

X

Y

Z

p

o

�

'

�

p

0

r

Bepaal de loodrechte projectiep′ van het punt
p op hetXY-vlak. Het puntp wordt op on-
dubbelzinnige wijze bepaald door de afstand
ρ van o tot p (ρ ≥ 0), de poolhoekϑ van
het punt p′ in het XY-vlak en de hoekϕ
(0 ≤ ϕ ≤ π) tussen deZ-as en de voerstraal
op.

We noemen(ρ , ϑ , ϕ)
debolcoördinaten van een punt.

1.10.4 Omzettingsformules

Ca.Co.(x, y, z) Ci.Co.(r, ϑ , z) Bo.Co.(ρ , ϑ , ϕ)

Ca.Co.(x, y, z)

r =
√

x2+y2

ϑ = ′Bgtg
(y

x

)′

z= z

ρ =
√

x2+y2+z2

ϑ = ′Bgtg
(y

x

)′

ϕ = ′Bgtg

(√
x2+y2

z

)′

Ci.Co. (r, ϑ , z)

x= r cosϑ

y= r sinϑ

z= z

ρ =
√

z2+ r2

ϑ = ϑ

ϕ = ′Bgtg

(
r
z

)′

Bo.Co.(ρ , ϑ , ϕ)

x= ρ sinϕ cosϑ

y= ρ sinϕ sinϑ

z= ρ cosϕ

r = ρ sinϕ

ϑ = ϑ

z= ρ cosϕ

X

Y

Z

x

y

z

p

o

#

'

�

r

Ca. Co.

Ci. Co.

Bo. Co.



1.10 Coördinatenstelsels in de ruimte 20

� Voorbeeld 1.15 Bepaal Ci.Co. en Bo.Co. van het punt met Ca.Co.p1(−1, 0,−
√

3).
Bepaal Ca.Co. en Bo.Co. van het punt met Ci.Co.p2(2

√
2, 7π

4 , 0).
Bepaal Ca.Co. en Ci.Co. van het punt met Bo.Co.p3(1, 7π

6 , π
3 ).

p1 p2 p3

Ca.Co.(x, y, z) (−1,0,−
√

3) (2,−2,0)

(
−3

4
,−

√
3

4
,
1
2

)

Ci.Co. (r, ϑ , z) (1,π,−
√

3)

(
2
√

2,
7π
4
,0

) (√
3

2
,
7π
6
,
1
2

)

Bo.Co.(ρ , ϑ , ϕ)

(
2,π,

5π
6

) (
2
√

2,
7π
4
,
π
2

) (
1,

7π
6
,

π
3

)

� Voorbeeld 1.16 Bepaal de vergelijking in Ci.Co. en in Bo.Co. van:
1. de eenbladige hyperboloïde: 4x2+4y2 = 4z2+1

Ci.Co.: 4r2 = 4z2+1 ⇔ 4r2−4z2 = 1
Bo.Co.: 4r2−4z2 = 1 ⇔ 4ρ2 sin2ϕ −4ρ2 cos2 ϕ = 1 ⇔ 4ρ2 cos2ϕ +1= 0

2. de kegel: 3(x2+y2) = z2

Ci.Co.: 3r2 = z2

Bo.Co.: 3r2 = z2 ⇔ r2

z2 =
1
3

⇔ tg2ϕ =
1
3

⇔ ϕ =
π
6

of ϕ =−π
6
+π =

5π
6


