WISKUNDE voor bedrijfskundigen I-B

Oefeningenbundel

Bachelor of Science in de handelswetenschappen
Schakelprogramma tot Master of Science in de
handelswetenschappen

Universiteit Gent

Academiejaar 2019-2020



Inhoudsopgave

Opgaven
3 Differentiaalrekening

4 Integraalrekening

Oplossingen

3 Differentiaalrekening

4 Integraalrekening

Grafieken van enkele basisfuncties

Basisafgeleiden en -integralen

15

15

29

31

32



Opgaven



Hoofdstuk 3

Differentiaalrekening

Oefening 3.1. Bepaal de afgeleide functie van:

1) f(z) =4+ 2z — 322 — 523 + 822 Q\

3) fla) = 20° — 60" + o 4) f(x) ng
5) flz) =va? —6x+13 6) f(:
7) f(z) = 2®sinx gsin(2z —

cot x

9) f(z) = (22 +4)2(22% — 1)3 -

1) f(x )—Sln3x+cos 5 +3b® ) = 623( V)7

13) f(z) = Bgtan 322

4—3;2

= log, ( ®6x 16) f(z) = Insin(3z — 2)

:E 76134-71 18) f(x) — em3+\/m
19) f(z) = log(x3 + 422)° 20) f(z) = 10"’
21) f(z) =In(z +3)3 22) f(x) = log, Bgcos (1 — 22?)
_ cos?z — (cos? z)? WV —+vat-1
23) f(z) = i 24) f(z) = Ve
5
25) f(z) = (64x3—3w _ @)7 26) f(x) = (COS %)
27) f(z) = (5z — 3)2 /1 — 22 28) f(z) = sin® ( Bgcot (27 + 3))
377745 _ gt Vo + 7

20) flo) =~ 30) J(2) = 55



4 HOOFDSTUK 3. DIFFERENTIAALREKENING

Oefening 3.2. Bepaal de eerste tot en met de vierde afgeleide functie van:
1) f(z) =23 —522 + 150 -7
2) fla) = Va
3) f(z) =sinz

Oefening 3.3. Bepaal de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van de functie
y = 2% — 222 4+ 5 in het punt met z-coérdinaat 2 van die grafiek.

Oefening 3.4. Bepaal telkens de vergelijkingen van de raaklijn(en) aan de grafiek van
de functie y = f(x), die evenwijdig zijn met de rechte L.

1) f(x)=2V10—22, L:y=-22+3
2) f(x)=2*+2—-6, L:y=-3z

) f(x)=vVb—a22, L:y=-2x-3 x
Oefening 3.5. Bepaal de vergelijking van de raaklijnen a@r el met vergelijking
i

z? +y? = 2, die loodrecht staat op de eerste bissectrice e@ irkel raakt in het eerste

kwadrant.

Oefening 3.6. Ga telkens na of de voorwadidemyvanfle stelling van Lagrange vervuld
zijn. Indien ja, zoek de punten ¢ die valdoen de conclusie van deze stelling. Stel
telkens grafisch voor.

1) f(z) =2? -6z +1o0p [-1,2]
2) g(z) =z —3|op 2,5 @
3) h(t) = t'/3 op [-2,1]
4) p(x) = sinw [%
5) q(u) = [—2,1]
Oefening epaal de volgende limieten indien deze bestaan. Als de limiet niet

bestaat, onderz k dan linker- en rechterlimiet.

VI — Ve —1

1 2) li
):c—>64\/5 )xl—%“:c—l
. 1_
3 tim S (e Ry) 4 tig L0
x—0 x x—0 x
5) lim tanx ; sinx 6) lim I CoST 3— sinx
x—0 xT x—0 xT
In(1 -1
7) lim 2L+ 2) 8) lim ©
x—0 X x—0 X
3 loo(] 4+ e®
9) lim re 10) lim log(1 +¢*)
z—~+o00 et + x T—+00 €T
| 1—e%
11) 1im 2€057) 12) lim ——
z—0 €T z—0 SInT



OPGAVEN 5
& 11 et
13) lim tan x sinz 14) lim log(1 + €”)
z—0 x —sinx T——00 x
Z-1+1
15) lim ot 16) lim xlogx
z—1 et —e z—0
1 1 et —e™®
17) 1 - — 18) lim ——
7 250 <x er — 1> 8) 730 log(1 + x)
9 (% — e
19 lim 22 Ina 20) Tim 2 o Joos @
z—0 z—0 T
. log(a—x) . Inz
21) lim ———— R 22) lim —
) ey log(e® — e%) (a €R) ) 250 1 4 21In(sinz)
log, x
3 3 x . a +
23) mgr_noox e 24) xllg—}r—loo K (a € Ry \{1})
Oefening 3.8. Bepaal de afgeleide functie van: \
Dy=5 2) y = ()" Q
3) y=a 4) y = (") @
5) y=Ina" 6) y= (Iflz)"
7) y=In(lnx) 8) y=
9) y = (cosx)/* 10) y N
11) y = (tanz)~**> % v
€% sin (—x
13) y = Spmly @4 Y =T —2 (2% +2)(32* - b)
__ (5z241)3 _ Vo—z?
15) y = (x—1)%(22+3) Q 16) y = 24 7x
Oefening 3.9. Bepaal le extrema van de volgende functies. Als een lokaal extre-
mum een knikpunteis, ®epadbhdan tevens de hellingen van de linker- en rechterraaklijn in
dit punt.
z3 Inx
1) y= 2) y=—
) z?2 +11 ) x
4 1
N )y -

5) y=5-{(x—1)

6) y = Va? + 322

Oefening 3.10. Bepaal telkens de (globale) extrema van de volgende functies op het

vermelde interval I:

1) y=a3, I=[-1,3]

2) y=2°-3z+3, I=[-3,
3) y =223+ 322 — 122 + 1,

4) y =223 + 32% — 122 + 1,

I=1[-1,5]
I =[-10,12]
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Oefening 3.11. Bepaal het domein, de asymptoten, de extrema, de buigpunten, de
knikpunten, het verloop van de volgende functies en teken de grafiek.

D f@) =2t -1 2) f(@) = 5
3) flz) = Va2 0 fla)= o
242 1

5) J(2) = 1= 6) f(2) =

7) f(z) = et 8) flo) = =

9) fla)=z+1 10) () = 1

11) f(a:)z? 12) f(z) =axlnz

13) f(z) = xf — 14) f(z) = 269@'
Oefening 3.12. Beschouw de opbrengstfunctie: @

O = 250q + 45¢° — ¢

Gebruik de differentiaal om de veranderingyin opbrengst te benaderen, wanneer ¢ stijgt

van 40 naar 41 eenheden. Vind tevens,de exacte verandering in opbrengst.

Oefening 3.13. De vraagverg% een zeker goed is:
p=20-/q

Gebruik de differenti prijs te benaderen als er 99 eenheden van het goed ge-
vraagd worden.

Oefening 3@& de elasticiteitsfunctie van:
(5

1) y =227 3) 2) y=/x
7T—x 2 4
1
5 = — 6) y = In(162> — 3
)y ar?+bx +c ) y = In(16z )
7) y= esin(x2—3) 8) Yy = rlnzx
2
9) y = Bgtan(32?) 10)y:6. :1c
S T
11) y =623 — 322 + 4w + 7 12) y = 2*(z +3)
222 + 6 2
13) y = 14) y= —
)y 3 )y NG

15) y = (32° + 422)* 16) y = (2 +4)%(223 — 1)3



OPGAVEN 7

17) y = Va2 + 6z +3 18) y = 623 (2 — 3/x)7

19) y = 762°+7" 20) y = tan x>

21) y = 2?sinx 22) y =€

23) y = In(sinx) 24) y = st
x

Oefening 3.15. Bepaal de elasticiteitsfunctie van de functie

N

m (CL, C,N € [RO)

y:

Oefening 3.16. Bepaal de prijselasticiteit van de vraag als de vraagvergelijking gegeven
wordt door

q=Cpe (a,b,C € Ry).

Oefening 3.17. De vraagfunctie van een openbaar vervoerbed@%en door:
q = 2000 /90 — p

1) Bepaal de prijselasticiteit van deze vraagfunctie.

2) Wat is de benaderde relatieve verandering vamyde yraag bij een prijs van 45 indien
deze laatste met 0,5% zou toenemen.
3) Zelfde vraag als (2) voor p = 75.

4) Bereken de waarde van p waa jse asticiteit van de vraag gelijk is aan
—1. Interpreteer deze waardé @ .

Oefening 3.18. De Vraa@g van een product heeft de vorm:

qg=a b—cp

Bepaal de prijsintervallen®waar de vraag respectievelijk elastisch en inelastisch is.

Oefening 3.19. Van een vraagfunctie ¢ = V(p) is geweten dat de raaklijn aan de grafiek
in het punt p = 2 de vergelijking ¢ = —%p + 11 heeft. Bepaal de prijselasticiteit van de
vraag in p = 2.

Oefening 3.20. Er is geweten dat de opbrengstfunctie O = O(p) maximaal is in p = 10
met O(10) = 150. In welk punt zal de raaklijn aan de grafieck van de vraagfunctie in
p = 10 de p-as snijden? Bepaal ook de vergelijking van de deze raaklijn.
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Hoofdstuk 3

Differentiaalrekening

Oefening 3.1.

1) f'(z) =2 — 6z — 1522 + 322° Q\v
2) fie) == — o5+ o Q)

x 3t

K f,(x):%_ 323:2+10ix3 O

2
6) ['(r) = 5 6
7) f'(x) = 2xsinz + x%go0s

2

8) f'(z) =

2
9) f'(z) =2z (2? 3(133&” + 362 — 2) (203 —1)*

1 3 cotx
10) fi(z) = S 3sin’z 2t
2 . 1
5 sin
(2z + 3) 2x + 3

12) f'(x) = 32%(2® — 3/x)5(762° — 39/7)

11) f'(z) = 3cos3x +

1) /() = 1o
x —IL’Q
) o) = T
$3— COS O
15) Fla) = L 122% — 6 cos 6

“rme2 " (3% — sin6x) In 2
16) f'(z) = 3 cot (3z — 2)

15



16 HOOFDSTUK 3. DIFFERENTIAALREKENING

17) f'(z) = 7047 (1822 + 282%) In 7

x2—5

18) f'(z) = (3x2 +

5 (35[32 + 813)
(23 + 422)In 10

20) f'(z) = 10°*(In 10) 2

) e +Va?—5

19) f'(z) =

21) fla) = —
22) f'(z) = e
1 — (1 —222)% Bgcos (1 — 222) Ina
23) f'(x) = — (1+ Ssiin;xx) cos T
2
1) flla) = ——
0T (\/az2 - 1)

1 3 1
-1/3 _ At —vz (19,2
Q N 2\/5> ’ ( o 2\/5>
\ 5x + 136

25z + 7 (3x —

Oefening 3.2.
1) f/(x) =32% =10z + 15, f"(z)=6x—10, f"(x)=6, fH(x)=0
2) fl(x) =33, f'(x) = G223, fM(x) = — g3, fW(z) = FaH/B
3) f'(z) =cosz, f'(z)=—sinz, f"(z)=—cosz, [fPH(z)=sinz

Oefening 3.3.

y=4r —3



OPLOSSINGEN

Oefening 3.4.

1) y=-2z+2 2) y=—3z—10 3) y=—2x+5

Oefening 3.5.

y=-—-x+2

Oefening 3.6.
1) Voldoet. ¢ =1/2.
2) Voldoet niet: g is niet afleidbaar op |2, 5[ (meer bepaald, in 3).
3) Voldoet niet. h is niet afleidbaar in | — 2, 1[, meer bepaald in 0.
)

4) Voldoet. ¢ = m/2.

5) Voldoet. ¢; = _1_‘ﬁ, cy = —LeVT

" &
S

Oefening 3.7.

1) 3 2) 3 3) m 4) 3
5) 3 6) —3 7)1 8) 1
9) 0 10) L5 i 12) 1

|

13) 3 14) 0 @5

16) lim: /, LL =/, RL =0 17) 1 18) 2In10
19) lim: /, LL=/, R 20) +o0
21) lim: /, LL 4® 22) lim: /, LL=/, RL=}
23) 0 24) 0
Oefening 3.8.
e(x —1) 2
1) y’:T 2) y = 2xe
/ et x 1 / eT+1
3) Yy =a2€ lnx—i—; 4) ¢y = (") T (x+1)
5) of = n 6) y — n(lnz)"!
T T
)y = ! 8) vy = (lnx)* lnlnav—l—L
zlnx Inzx

1
9) y = _—2(cosx)1/’” (lncos:c +mtanx)
T

17



18 HOOFDSTUK 3. DIFFERENTIAALREKENING

10) o = 22(1 — 2z)™ (hl(l —2) -7 —x2x>

— 5)
11) 3/ = (tanz)~+> <— Intanz + H)

sinx cos
v
12) ¢ = Qﬁ(lnx—l—Q)
€5 sin (—x) 1
!/ __ — —
B Y = = (5 cot( ””"”2—33;)

1 32 1223
14) = —2(z® 4+ 2)(3z* —
)y =Vo—2(z°+2)(3z 5)<2x—4+$3+2+3$4—5>

15) o = (5% +1)3 30z 2 2
Y w—12@r+3) \5a2+1 z-1 22+3

16)y,ZM( T 7 )

247 \22—-2 247z Q\
Oefening 3.9. @

1) geen lokale extrema

)

2) lokaal maximum in z = e met functiewaa e ; geen lokaal minimum
)
)

3) lokaal maximum in x = 0 met functie e v/2; geen lokaal minimum
4) lokaal maximum in z = —1 m iewaarde —2

lokaal minimum in z = 1 wfe aarde 2
5) lokaal maximum (knikplmt)§in/r = 1 met functiewaarde 5

rico linkerraaklijn: +8g » rechterraaklijn: —oo

) lokaal m1n1 unt in x = 0 met functiewaarde 0

rico linkerr 3 rico rechterraaklijn: v/3
Oefening 3. é

maximum in = 3 met waarde 27
minimum in £ = —1 met waarde —1

2) maximum in x = g met waarde %

minimum in z = 1 met waarde 1

3) maximum in z = 5 met waarde 266
minimum in z = 1 met waarde —6

4) maximum in x = 12 met waarde 3745

minimum in £ = —10 met waarde —1579

Oefening 3.11.

De lokale minima worden aangeduid met m(.,.), de lokale maxima met M(.,.), de buig-

punten met B(.,.) en de knikpunten met K(.,.) (eventueel voorzien van een index indien
er meerdere punten van hetzelfde type voorkomen).



OPLOSSINGEN

1) dom f = R; geen asymptoten;

3
2
1
* * % % X
-3 -2 2 3
2)domf:[R\{—§ ; VAL %A,;yzl;f(m): 5 :
3 ° ? 2 (22 +3)?
£ =~y 4 3 O
¢ Y

19
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HOOFDSTUK 3. DIFFERENTIAALREKENING

1 1

3) dom f = [2,+o0[; geen asymptoten; f'(z) = m; ' (x) = —m

8




OPLOSSINGEN

5) domf=R~{-1,1}; VA.:xz=—-1lenxz=1HA. : y=—-1; m(0,2);
6 182% 4 6
/ 1!
F0) = o 10 = s
oY
| I
| |
I I
8T /|
| I
| |
R
|
| |
L1 !
| |
: I
: ! I | | X
-3 2 -1 1 2 3
|
| Loq -
I
|
| -2
|
|
|
| -3
|
I
|
1
6) dom f =R~ {ln 2}; VLA Ly =3 (links) en y = 0 (rechts);
10 == e -
2 Y
3 -
2 -
1 -
: : ‘ X
3 2 1 1 2 3

21
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7) dom f =R; H.A.: y =0 (links); m(—1,—-), B(-2,

J'(2) = e"(a +2)

HOOFDSTUK 3. DIFFERENTIAALREKENING

D B2 -5 [@) = a1,

=4

QS

-3

1 , 1—=x
M(lvg)v B(Q,g), f(l‘)— e )
:I:_
0\ Y
M B
} } ; X
-1 1 2 3 4 5
T-1
T -2
T-3




OPLOSSINGEN

9) dom f =Rp; V.A.: 2=0,SA.: y=x; m(1,2), M(-1,-2); f'(z)=

po- 2

10) dom f =R~ {1}; V.A.: z @y =-1; f'(z) =
" _ 4
f'(z) = =23 O

2 .
(1—=)*

* Y

L}
=
i

23
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11) dom f =

f(x) =

HOOFDSTUK 3. DIFFERENTIAALREKENING

Ro; V.A.: 2 =0, HA.: y =0 (links) ; m(1l,e); f'(x)=
e®(z? —2x + 2)
3
Y
4 —+
3 —+
m
2 —+
1 -+
A 1 X
-3 1

(_7_%); fl(l')zl—i-lnilj; f”(qj): 1

1
ptoten; m
e

Y

ez —1)

x2

X



OPLOSSINGEN

13) dom f =] — o0, —1[U]1,400[; V.A.: x = —1 (links) en z = 1 (rechts), H.A. :
y = —1 (links) en y = 1 (rechts); f/(z) = —;3; /' (x) = 3¢

@1 @ =17

2
14) dom f = R; geen asymptoten; m(2,—); f
e
() = 4(22% — 8z + 9)e”” 4=

Y

S

3 H-

Oefening 3.12.

Afname in opbrengst: 950 (benadering), 1026 (exact).
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Oefening 3.13.
p~ 10,05

Oefening 3.14.

152 — 6
1) v =
U
T 222
3) y = -
)y r—7 x22-3
(2ax + b)x
5) y= a2 TAT
)Y ar? +bx+c

7) y = 2% cos(z? — 3)

9) y = 62>
v= (9z* + 1) Bgtan(322)
1823 — 622 + 4z
1) y=— 5
6x° — 3z +4x + 7
22 +9
13) y= -~
3y 2+ 3
4(1523 + 8)
W) Y=Tara
z(x + 3)
17) y = ——7——

)y 22+ 6x+ 3 @
19) y =2(In7)(14x —1—0
21) y=2+4+zc &
g 250

In(st

Oefening 3.15.

aNCte—aNt

Y= Ceabt +1

Oefening 3.16.

gq(p) =a—bp

Oefening 3.17.

1) &4(p) = — 155755

HOOFDSTUK 3. DIFFERENTIAALREKENING

1
2 = —
Jy=3
82
4) v —
)y 241
3222
6) y = 5 5
(1622 — 3) In(1622 — 3)
1
8) y= 1+—
6(’\\'
42 n 1823
S R N
7(1025 — 3
18)y:3+(x—\/§)
2(z5 — 3\/x)
22
20) y=—
)y sin 22 cos 22
22) y = 222

24) y=—1—z tanz

2) Afname van de corresponderende vraag met 0,25%.

3) Afname van de corresponderende vraag met 1,25%.
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4) g4(p) = —1 & p = 60. De opbrengst is maximaal bij p = 60.

Oefening 3.18.

Economisch betekenisvol domein van de vraagfunctie: [O, ZE’
2

cp

€ =7

De vraag is inelastisch op [0, \/ 2% [ en elastisch op ] 1/ 2—176, \/E

Oefening 3.19.

€V(2) = —%

Oefening 3.20.

Snijpunt met de p-as in p = 20. \
Vergelijking raaklijn: ¢ = 30 — %p. Q

O
S



