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0 Inleiding:

De vectorruimte Rn

Lineaire algebra is een deelgebied van de wiskunde, dat zich bezighoudt met
de studie van vectoren, vectorruimten en lineaire afbeeldingen tussen vector-
ruimten.

De lineaire algebra staat centraal in de moderne wiskunde en haar toe-
passingen (waarbij we voornamelijk denken aan natuurwetenschappen, maar
ook aan bijvoorbeeld de sociale wetenschappen). Een elementaire toepassing
van de lineaire algebra is het oplossen van stelsels van lineaire vergelijkingen
in meerdere onbekenden, maar minstens even belangrijk is het begrijpen van
lineaire operatoren (bijvoorbeeld door middel van diagonalisatie). Aangezien
de lineaire algebra zo centraal staat, is het niet verwonderlijk dat heel wat
andere vakgebieden van de wiskunde hierop geënt zijn, zoals bijvoorbeeld ab-
stracte algebra of functionaalanalyse. Ook worden in concrete toepassingen
niet-lineaire wiskundige modellen vaak benaderd door lineaire modellen.

Veel van de basisinstrumenten van de lineaire algebra, in het bijzonder
die met betrekking tot de oplossing van stelsels lineaire vergelijkingen, wer-
den al in de Oudheid gebruikt. Maar de abstracte studie van vectoren en
vectorruimten begint pas in de jaren 1600. De oorsprong van veel van deze
ideeën is afkomstig van het gebruik van determinanten voor het oplossen van
stelsels van vergelijkingen. Determinanten werden voor het eerst gebruikt
door Leibniz in 1693, en de algemene regel van Cramer werd omstreeks 1750
ingevoerd door Gabriel Cramer. De kleinste-kwadratenmethode, die voor het
eerst in de jaren 1790 door Carl Friedrich Gauss werd gebruikt, is een vroege
en significante toepassing van de ideeën uit de lineaire algebra.

Het onderwerp begon haar moderne vorm aan te nemen in het midden
van de 19e eeuw, toen veel ideeën en methoden uit vorige eeuwen werden
veralgemeend in de abstracte algebra. Het was pas rond deze tijd dat Arthur
Cayley terecht opmerkte:

There would be many things to say about this theory of matrices
which should, it seems to me, precede the theory of determinants.

In het begin van de 20e eeuw zorgde het gebruik van deze objecten in de
speciale relativiteitstheorie, statistiek en kwantummechanica er voor dat de
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ideeën van de lineaire algebra zich buiten de zuivere wiskunde hebben ver-
spreid.

De belangrijkste structuren van de lineaire algebra zijn vectorruimten en
de lineaire afbeeldingen tussen deze vectorruimten. Een vectorruimte is een
verzameling, waarvan de elementen bij elkaar op kunnen worden geteld en
met scalairen of getallen kunnen worden vermenigvuldigd. In veel natuurlijke
toepassingen zijn deze scalairen reële getallen, i.e. elementen van R.

Vooraleer we de theorie van de vectorruimten algemeen —en dus eerder
abstract— opbouwen, kijken we eerst even naar het specifieke voorbeeld van
de vectorruimte Rn. We gaan er van uit dat de lezer reeds vertrouwd is met
matrices, en geen problemen heeft om met verzamelingen te werken.

Definitie. Zij n een geheel getal met n � 1. We definiëren de vectorruimte
Rn als de verzameling V die bestaat uit alle (n ⇥ 1)-matrices (dit zijn dus
kolommatrices bestaande uit n rijen), voorzien van twee bewerkingen, met
name de optelling en de scalaire vermenigvuldiging:

Optelling. We kunnen twee elementen van Rn optellen door hun compo-
nenten twee aan twee op te tellen:

0

BBB@

a1
a2
...
an

1

CCCA
+

0

BBB@

b1
b2
...
bn

1

CCCA
=

0

BBB@

a1 + b1
a2 + b2

...
an + bn

1

CCCA
,

voor alle a1, . . . , an, b1, . . . , bn 2 R.

Scalaire vermenigvuldiging. We kunnen een element van Rn verme-
nigvuldigen met een scalair (dit is een reëel getal) door elke component
te vermenigvuldigen met die scalair:

� ·

0

BBB@

a1
a2
...
an

1

CCCA
=

0

BBB@

�a1
�a2
...

�an

1

CCCA
,

voor alle �, a1, . . . , an 2 R.

Deze bewerkingen zijn niet willekeurig gekozen, en voelen heel natuurlijk
aan. Ze voldoen aan een heel aantal interessante eigenschappen, waarvan we
er een aantal oplijsten.
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(1) Voor alle v, w, u 2 V is (v + w) + u = v + (w + u).

(2) Er bestaat een 0V 2 V zodat v + 0V = 0V + v = v voor alle v 2 V .

(3) Voor alle v 2 V bestaat er een element w 2 V zodat v+w = w+v = 0V .

(4) Voor alle v, w 2 V geldt dat v + w = w + v.

(5) Voor alle v 2 V en alle �, µ 2 R geldt dat (�µ) · v = � · (µ · v).
(6) Voor alle v 2 V is 1 · v = v.

(7) Voor alle v, w 2 V en alle �, µ 2 R is (� + µ) · v = � · v + µ · v en
� · (v + w) = � · v + � · w.

Merk op dat het element 0V 2 V waarvan sprake in (2) concreet kan voor-
gesteld worden door

0V =

0

BBB@

0
0
...
0

1

CCCA
.

De eigenschappen (1)–(7) zijn cruciaal om de structuur van Rn goed te be-
grijpen. We zullen dadelijk, in Hoofdstuk 2, precies deze 7 eigenschappen ge-
bruiken om algemeen te definiëren wat we verstaan onder een vectorruimte.
We zullen daarbij ook de structuur van de scalairen veralgemenen: waar we
hier werken met de reële getallen, zullen we in onze algemene definitie werken
met een willekeurig veld.

We kunnen vectorruimten eigenlijk pas goed begrijpen als we ook lineaire
afbeeldingen tussen vectorruimten beschouwen.

Definitie. Beschouw vectorruimten V = Rn en W = Rm. Een afbeelding
f : V ! W wordt een lineaire afbeelding genoemd, als ze de optelling en de
scalaire vermenigvuldiging behoudt. Hiermee bedoelen we dat

f(u+ v) = f(u) + f(v) en

f(� · v) = � · f(v)

voor alle u, v 2 V en alle � 2 R.

Een typisch voorbeeld hiervan wordt gegeven door linkse vermenigvuldi-
ging met een vast gekozen m⇥ n-matrix:

f

0

BBB@

a1
a2
...
an

1

CCCA
=

0

BBB@

b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

...
...

bm1 bm2 . . . bmn

1

CCCA

0

BBB@

a1
a2
...
an

1

CCCA
.
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In heel wat toepassingen is het belangrijk om lineaire afbeeldingen van een
vectorruimte V naar zichzelf te bestuderen, m.a.w. lineaire afbeeldingen
f : V ! V ; deze worden ook wel lineaire operatoren genoemd. Bijvoorbeeld,
als we in de fysica bewegingen (van starre lichamen) bestuderen, dan worden
deze bewegingen voorgesteld door middel van een lineaire operator op de
vectorruimte R3 samengesteld met een translatie in R3. Een geavanceerder
voorbeeld vinden we terug in de kwantummechanica, waar elke observabele
wordt voorgesteld door middel van een zelf-toegevoegde lineaire operator op
de toestandsruimte.

We zullen dan ook heel veel aandacht schenken aan de studie van lineaire
afbeeldingen, en in het bijzonder van lineaire operatoren (zie Hoofdstuk 5).
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1 Inleidende begrippen

In dit eerste hoofdstuk definiëren we eerst velden. Deze structuren vormen
een veralgemening van de rationale getallen Q, de reële getallen R en de
complexe getallen C. Nadien bestuderen we veeltermen, matrices en stelsels
van lineaire vergelijkingen over een willekeurig veld. We veronderstellen dat
de lezer reeds kennis heeft gemaakt met veeltermen, matrices en stelsels
lineaire vergelijkingen over Q of over R.

We starten met een beknopte herhaling van het begrip verzameling; we
veronderstellen dat de lezer hier reeds vertrouwd mee is. Onder een verza-
meling verstaan we een collectie van verschillende elementen; we gebruiken
hiervoor de notatie

A = {a, b, c, . . . } .

Wanneer we willen benadrukken dat we een nieuwe verzameling invoeren,
gebruiken we soms het symbool “:=” in plaats van “=”; dit symbool kan
gelezen worden als “is per definitie gelijk aan”.

We zullen gebruik maken van de volgende courante begrippen: deelver-
zameling, unie (of vereniging), doorsnede (of intersectie), verschil.

Notatie 1.0.1. Beschouw twee verzamelingen A en B.

• Als A een deelverzameling van B is, noteren we dit met A ✓ B. We
gebruiken A ( B als we willen benadrukken dat A ✓ B maar A 6= B.

• De unie van A en B noteren we met A [B.

• De doorsnede van A en B noteren we met A \ B.

• Het verschil van A en B noteren we met A \B := {a | a 2 A, a /2 B}.
• Het aantal elementen van de verzameling A (dat niet noodzakelijk ein-
dig is) noteren we met |A|; het wordt ook de kardinaliteit van A ge-
noemd.

• De ledige verzameling { } noteren we als ;.

Onder een functie of afbeelding f van een verzameling A naar een verza-
meling B verstaan we een relatie tussen A en B met de eigenschap dat elk
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element van A met juist één element van B in relatie staat1. We noteren een
functie of afbeelding van A naar B met f : A ! B, en we noteren het unieke
element van B dat we aan een gegeven element a van A koppelen, als f(a).
Dit geheel noteren we ook kortweg als

f : A ! B : a 7!f(a).

1.1 Velden

We veronderstellen dat de lezer reeds vertrouwd is met de verzameling van
natuurlijke getallen N = {0, 1, 2, . . . }, de verzameling van gehele getallen Z,
de verzameling van rationale getallen Q en de verzameling van reële getallen
R. We zullen in deze cursus ook gebruik maken van de complexe getallen C;
deze voeren we hieronder beknopt in.

Definitie 1.1.1. Een complex getal is een uitdrukking van de vorm a + bi,
waarin a, b 2 R en i een nieuw ‘getal’ voorstelt met de eigenschap dat i2 = �1.

De som en het product van twee complexe getallen a + bi en c + di met
a, b, c, d 2 R is als volgt gedefinieerd:

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

(a+ bi)(c+ di) = (ac� bd) + (ad+ bc)i

We noteren
C = {a+ bi | a, b 2 R}.

De afbeelding
◆ : C ! C : a+ bi 7! a� bi

is van groot belang; we noemen ◆ de complexe toevoeging, en noteren deze ook
als ◆(z) = z voor alle z 2 C. We definiëren de norm N(z) van een complex
getal als

N(a+ bi) = (a+ bi)(a+ bi) = a2 + b2,

en de modulus |z| van een complex getal z als de vierkantswortel van de norm,
i.e.

|a+ bi| =
p
a2 + b2.

Lemma 1.1.2. (i) Voor alle z 2 C is z + z 2 R en zz 2 R�0. Bovendien
is |z| = 0 als en slechts als z = 0, en is z = z als en slechts als z 2 R.

1Soms wordt het onderscheid tussen functie en afbeelding gemaakt, waarbij een functie
dan een relatie is zodat elk element van A met ten hoogste één element van B in relatie
staat, maar we zullen dit onderscheid meestal niet maken.
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(ii) Elk niet-nul element a + bi 2 C \ {0} heeft een inverse voor de verme-
nigvuldiging, namelijk

(a+ bi)�1 =
a+ bi

N(a+ bi)
=

a� bi

a2 + b2
.

Bewijs. (i) Zij z = a + bi 2 C. Per definitie is z + z = 2a 2 R, en is
|z| =

p
a2 + b2 2 R. Merk op dat a, b 2 R, zodat a2 + b2 � 0, waarbij

a2 + b2 = 0 als en slechts als a = b = 0.
Er geldt dat z = a+ bi = a� bi = z als en slechts als b = 0, of dus als
en slechts als z 2 R.

(ii) Merk op dat voor a+ bi 2 C \ {0} geldt dat a2 + b2 6= 0, dus

a� bi

a2 + b2
=

a

a2 + b2
� b

a2 + b2
i 2 C.

Nu is

(a+ bi)
(a� bi)

a2 + b2
=

a2 + b2

a2 + b2
= 1. ⇤

Opmerking 1.1.3. Merk op dat we niet kunnen zeggen wanneer een element
van C kleiner is dan een ander element van C.

We komen nu tot de definitie van een veld; dit is een veralgemening van
Q, R en C.

Definitie 1.1.4. Een veld 2 is een verzameling K, voorzien van twee bewer-
kingen, met name een optelling en een vermenigvuldiging, die we noteren
als

K ⇥K ! K : (a, b) 7! a+ b ,

K ⇥K ! K : (a, b) 7! ab ,

met de volgende eigenschappen:

(K1) De optelling is associatief:
Voor alle a, b, c 2 K is (a+ b) + c = a+ (b+ c).

(K2) Er bestaat een neutraal element voor de optelling:
Er bestaat een z 2 K zodat voor alle a 2 K geldt dat a+z = z+a = a.
Dit element z is uniek (zie Lemma 1.1.8(i)); we noteren het als 0.

2In Nederland en soms ook in de buurt van Antwerpen wordt er gesproken over een
lichaam i.p.v. een veld.
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(K3) Elk element heeft een invers element voor de optelling:
Voor alle a 2 K bestaat er een element b 2 K zodat a+ b = b+ a = 0.
Dit element b (corresponderend met a) is uniek (zie Lemma 1.1.8(iii));
we noteren het als �a.

(K4) De optelling is commutatief:
Voor alle a, b 2 K geldt dat a+ b = b+ a.

(K5) De vermenigvuldiging is associatief:
Voor alle a, b, c 2 K is (ab)c = a(bc).

(K6) Er bestaat een neutraal element voor de vermenigvuldiging:
Er bestaat een e 2 K\{0} zodat voor alle a 2 K geldt dat ae = ea = a.
Dit element e is uniek (zie Lemma 1.1.8(ii)); we noteren het als 1.

(K7) Elk niet-nul element heeft een invers element voor de vermenigvuldi-
ging:
Voor alle a 2 K \ {0} bestaat er een element c 2 K \ {0} zodat
ac = ca = 1. Dit element c (corresponderend met a) is uniek (zie
Lemma 1.1.8(iv)); we noteren het als a�1.

(K8) De vermenigvuldiging is commutatief:
Voor alle a, b 2 K geldt dat ab = ba.

(K9) De vermenigvuldiging is distributief t.o.v. de optelling:
Voor alle a, b, c 2 K is a(b+ c) = ab+ ac en dus ook (b+ c)a = ba+ ca.

De elementen van een veld noemen we vaak scalairen.

Opmerking 1.1.5. Om te verifiëren dat een gegeven structuur een veld is,
mag je niet vergeten om de inwendigheid van de bewerkingen na te gaan: de
optelling en vermenigvuldiging gaan van K ⇥ K naar K, dus het resultaat
van de bewerkingen moet opnieuw een element van K zijn.

Opmerking 1.1.6. Ga zelf na dat voorK = Q,R,C de eigenschappen (K1)–
(K9) voldaan zijn; Q,R en C zijn dus voorbeelden van velden. Bemerk dat N
en Z echter geen velden zijn, aangezien niet elk niet-nul element inverteerbaar
is voor de vermenigvuldiging.

Veelal worden in cursussen lineaire algebra hoofdzakelijk vectorruimten
over de reële getallen beschouwd. Dit is een sterke beperking; er zijn heel
wat toepassingen van de vectorruimtentheorie, zowel theoretische als prak-
tische, waarbij het essentieel is dat willekeurige velden beschouwd worden.
Daarenboven is er feitelijk geen verschil in de opbouw van de theorie van
vectorruimten over R of vectorruimten over een veld K.

We zullen hier niet diep ingaan op algemene theorie van velden of op
eigenschappen van andere velden dan Q,R of C; dit zou ons te ver leiden
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van het hoofdonderwerp van deze cursus, namelijk lineaire algebra en meet-
kunde.3 We geven hieronder wel kort nog enkele voorbeelden van velden.

Voorbeelden 1.1.7. (1) Zij

R[x] = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | n 2 N, ai 2 R}

de verzameling van de veeltermen over R in de variabele x met de
klassieke optelling en vermenigvuldiging van veeltermen (zie ook para-
graaf 1.2).
We kunnen ook “breuken” f(x)

g(x) , met g(x) 2 R[x]\{0} definiëren, waarbij

we aannemen dat f1(x)
g1(x)

= f2(x)
g2(x)

als en slechts als f1(x)g2(x) = f2(x)g1(x).
Zulke breuken noemt men rationale functies over R in de variabele x.
We noteren de verzameling van rationale functies over R als

R(x) =
⇢
f(x)

g(x)
| f(x), g(x) 2 R[x], g(x) 6= 0

�
,

en definiëren de bewerkingen

f1(x)

g1(x)
+

f2(x)

g2(x)
=

g2(x)f1(x) + g1(x)f2(x)

g1(x)g2(x)

en
f1(x)

g1(x)
· f2(x)
g2(x)

=
f1(x)f2(x)

g1(x)g2(x)
.

Ga na dat R(x) een veld is.

(2) Voor de gëıntereseerde lezer geven we een voorbeeld van velden die slechts
een eindig aantal elementen bevatten.
Zij p een priemgetal. Beschouw de verzameling van resten van gehele
getallen na deling door p,

Fp := {0, 1, 2, . . . , p� 1}.

(We noteren a voor de rest van a na deling door p). Vermits de rest
(na deling door p) van een optelling en een vermenigvuldiging van gehele
getallen bekomen wordt door de resten (na deling door p) op te tellen,
respectievelijk te vermenigvuldigen, en de rest van het resultaat (na de-
ling door p) te nemen, zijn de volgende bewerkingen goed gedefinieerd:

n+m := n+m,

3De wiskundigen zullen veel meer leren over velden in de cursussen “Discrete Wiskunde
I”, “Algebra I” en “Algebra II”.
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nm := nm.

Men kan verifiëren dat het feit dat p een priemgetal is impliceert dat Fp

met deze bewerkingen een veld is; het is een eindig veld. Het veld Fp is
(in zekere zin) het enige veld met p elementen.
Een voorbeeld voor zo een veld wordt gegeven door het veld F2 met 2
elementen. Dit veld speelt vooral in de informatica een grote rol bij de
studie van de Boolese algebra.

(3) Hoewel we hier niet ingaan op meer voorbeelden van velden is het be-
langrijk om in het achterhoofd te houden dat er zeer veel verschillende
voorbeelden van velden bestaan! Het is zelfs onmogelijk om alle velden
te classificeren.

De volgende elementaire eigenschappen van velden zullen we voortdurend
gebruiken in het vervolg van de cursus. Ze tonen eigenlijk aan dat we in een
willekeurig veld kunnen ‘rekenen’ zoals we in Q, R en C doen.

Lemma 1.1.8. Zij K een veld. Dan gelden volgende eigenschappen:

(i) Het neutraal element voor de optelling is uniek, m.a.w. stel dat er twee
elementen 0, 00 2 K bestaan zodanig dat voor alle a 2 K geldt dat
0 + a = a+ 0 = a en 00 + a = a+ 00 = a, dan is 0 = 00.

(ii) Het neutraal element voor de vermenigvuldiging is uniek, m.a.w. stel
dat er twee elementen 1, 10 2 K bestaan zodanig dat voor alle a 2 K
geldt dat 1a = a1 = a en 10a = a10 = a, dan is 1 = 10.

(iii) Het inverse van een element in K voor de optelling is uniek, m.a.w.
zij a 2 K en stel dat er twee elementen b, c 2 K bestaan zodanig dat
a + b = b + a = 0 en dat a + c = c + a = 0, dan is b = c. Het unieke
inverse element voor de optelling noteren we als �a, en noemen we het
tegengestelde van a. We spreken het uit als “min a”.

(iv) Het inverse van een element in K \ {0} voor de vermenigvuldiging is
uniek, m.a.w. zij a 2 K \ {0} en stel dat er twee elementen b, c 2 K
bestaan zodanig dat ab = ba = 1 en dat ac = ca = 1, dan is b = c. Het
unieke inverse element voor de vermenigvuldiging noteren we als a�1

of als 1
a
, en noemen we het inverse van a. We spreken het uit als “a

invers”.

(v) Voor alle a 2 K geldt dat a0 = 0.

(vi) Voor alle a 2 K geldt dat �(�a) = a.

(vii) Voor alle a 2 K is �a = (�1)a = a(�1), waarbij �1 het tegengestelde
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is van 1. Bovendien is �0 = 0, en geldt, voor alle a, b 2 K, dat

(�a)b = �(ab), �(a+ b) = (�a) + (�b), (�a)(�b) = ab.

(viii) Zij a, b 2 K \{0}. Dan is ab 6= 0. Anders gezegd, stel dat voor a, b 2 K
geldt dat ab = 0, dan is ofwel 4 a = 0, ofwel b = 0.

(ix) Voor alle a, b 2 K \ {0} is (ab)�1 = a�1b�1 en is (a�1)�1 = a.

Bewijs. We benadrukken dat men deze eigenschappen bewijst enkel gebruik
makend van de eigenschappen (K1)–(K9) en eventueel reeds bewezen eigen-
schappen. Als voorbeeld bewijzen we (i); de andere eigenschappen zullen
uitgewerkt worden in de oefeningenlessen.

Stel dus dat er twee elementen 0, 00 2 K bestaan zodanig dat voor alle
a 2 K geldt dat 0 + a = a + 0 = a en 00 + a = a + 00 = a. Door a = 00 te
kiezen in de uitspraak 0 + a = a, komt er 0 + 00 = 00; anderzijds komt er,
door a = 0 te kiezen in de uitspraak a + 00 = a, dat 0 + 00 = 0. Door deze
twee gelijkheden te vergelijken besluiten we dat 0 = 00. ⇤

We noteren a � b := a + (�b) voor alle a, b 2 K en a

b
:= ab�1 voor alle

a 2 K en b 2 K \ {0}.
Naast velden zullen we in deze cursus ook gebruik maken van de begrippen

groep en ring.

Definitie 1.1.9. Een groep is een verzameling G met daarop een bewerking

⇤ : G⇥G ! G : (a, b) 7! a ⇤ b

met de volgende eigenschappen:

(G1) Voor alle a, b, c 2 G is (a ⇤ b) ⇤ c = a ⇤ (b ⇤ c).
(G2) Er bestaat een e 2 G zodat voor alle a 2 G geldt dat a ⇤ e = e ⇤ a = a.

(G3) Voor elke a 2 G bestaat er een element b 2 G zodat a ⇤ b = b ⇤ a = e.

Een groep is abels of commutatief als voor alle a, b 2 G geldt dat a⇤ b = b⇤a.

Definitie 1.1.10. Een ring is een verzameling R met daarop een optelling
en een vermenigvuldiging, die we noteren als

R⇥R ! R : (a, b) 7! a+ b,

R⇥R ! R : (a, b) 7! ab,

met de volgende eigenschappen:

4Het woord “ofwel” wordt steeds in wiskundige zin gebruikt, m.a.w. het betekent dat
of het ene geldt, of het andere geldt, of beide gelden.
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(R1) Voor alle a, b, c 2 R is (a+ b) + c = a+ (b+ c).

(R2) Er bestaat een 0 2 R zodat voor alle a 2 R geldt dat a+0 = 0+a = a.

(R3) Voor alle a 2 R bestaat er een element b 2 R zodat a+ b = b+ a = 0.

(R4) Voor alle a, b 2 R geldt dat a+ b = b+ a.

(R5) Voor alle a, b, c 2 R is (ab)c = a(bc).

(R6) Er bestaat een 1 2 R zodat voor alle a 2 R geldt dat a1 = 1a = a.

(R7) Voor alle a, b, c 2 R is a(b+ c) = ab+ ac en (b+ c)a = ba+ ca.

Een ring is commutatief als voor alle a, b 2 R geldt dat ab = ba.

We geven enkele voorbeelden van groepen en ringen. We zullen in de loop
van de cursus nog meer voorbeelden ontmoeten; natuurlijk bestaan er nog
veel meer voorbeelden van groepen en van ringen.

Voorbeelden 1.1.11. (1) Zij K een veld. Ga na dat K dan ook een com-
mutatieve ring is. Dus alle voorbeelden van velden zijn ook voorbeelden
van ringen.

(2) Zij K een veld. Ga na dat K met als bewerking de optelling een abelse
groep is (met e = 0). Ga na dat K \ {0} met als bewerking de ver-
menigvuldiging een abelse groep is (met e = 1). Waarom is K met als
bewerking de vermenigvuldiging geen groep?

(3) Zij R een ring. Ga na dat R met als bewerking de optelling een abelse
groep is (met e = 0). Waarom is R \ {0} met als bewerking de verme-
nigvulding niet noodzakelijk een groep?

(4) De gehele getallen Z, met de gekende optelling en vermenigvuldiging,
vormen een commutatieve ring, die geen veld is. De natuurlijke getallen
N vormen geen ring; N met als bewerking de optelling vormt zelfs geen
groep.

(5) De verzameling van de veeltermen R[x] over R in de variabele x met de
optelling en vermenigvuldiging van veeltermen is een commutatieve ring
(zie ook Lemma 1.2.2), die geen veld is.

(6) De verzameling van de (n⇥ n)-matrices over R met de optelling en ver-
menigvuldiging van matrices vormen een niet-commutatieve ring (zie ook
Lemma 1.3.6).

Opmerking 1.1.12. (i) In iedere ring gelden ook de eigenschappen (i),
(ii), (iii), (v), (vi) en (vii) van Lemma 1.1.8.

(ii) In een groep waar we de bewerking noteren als + gelden ook de eigen-
schappen (i), (iii) van Lemma 1.1.8.
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1.2 Veeltermen

We veronderstellen dat de lezer vertrouwd is met veeltermen in één variabele
over R (of over Q). Het is echter mogelijk om veeltermen over een willekeurig
veld te definiëren, zonder dat er iets essentieels verandert.

Definitie 1.2.1. Zij K een veld.

(i) Een veelterm (of polynoom) over K in één variabele x is een uitdrukking

amx
m + · · ·+ a1x+ a0 met m 2 N en a0, . . . , am 2 K.

We noteren een veelterm vaak met f(x), g(x),'(x), (x), . . . We zullen
ook vaak gebruik maken van de compactere somnotatie,

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n =

nX

i=0

aix
i.

(ii) Definieer de verzameling van alle veeltermen over K in één variabele
als

K[x] := {amxm + · · ·+ a1x+ a0 | m 2 N, a0, . . . , am 2 K} .

De optelling en vermenigvuldiging van twee veeltermen

f(x) = amx
m + · · ·+ a1x+ a0 en g(x) = bnx

n + · · ·+ b1x+ b0

in K[x] worden gegeven door5

f(x) + g(x) = (ar + br)x
r + · · ·+ (a1 + b1)x+ (a0 + b0),

waarbij r = max{m,n}, en

f(x)g(x) =
m+nX

k=0

⇣X

i+j=k

aibj
⌘
xk.

(iii) Zij 0 6= f(x) 2 K[x], dan is de graad van f(x) de exponent van de hoog-
ste macht van x waarvan de coë�ciënt in f(x) niet nul is. We noteren
de graad van f(x) als deg f(x). Met andere woorden, als deg f(x) = m,
dan is6

f(x) = amx
m + · · ·+ a1x+ a0 met a0, . . . , am 2 K, am 6= 0.

Voor elke n 2 N noteren we de verzameling van veeltermen met graad
ten hoogste n als Pn, m.a.w.

Pn = {anxn + · · ·+ a1x+ a0 | a0, . . . , an 2 K} ( K[x].
5Stel ai = 0 voor alle m < i  max{m,n} en bj = 0 voor alle n < j  max{m,n}.
6We schrappen in f(x) eerst alle termen van de vorm 0 · xi met i > m.
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(iv) Een veelterm f(x) 2 K[x] met n := deg f(x) � 0 waarvan de coë�ciënt
bij xn gelijk is aan 1 noemen we een monische veelterm.
Een veelterm van graad nul noemen we ook een constante veelterm.

(v) Zij f(x) = amxm + · · ·+ a1x+ a0 2 K[x] en b 2 K, we noteren

f(b) := amb
m + · · ·+ a1b+ a0 2 K.

We noemen b 2 K een wortel van f(x) als en slechts als f(b) = 0.

Lemma 1.2.2. (i) De verzameling K[x] met de optelling en vermenigvul-
diging van veeltermen is een commutatieve ring. We noemen K[x] een
veeltermenring of polynomenring (over het veld K).

(ii) Voor alle f(x), g(x) 2 K[x] geldt:

deg(f(x) + g(x))  max{deg f(x), deg g(x)}
deg(f(x) · g(x)) = deg f(x) + deg g(x) .

Bewijs. (i) Om aan te tonen datK[x] een ring is, moeten we gebruik maken
van het feit dat K een veld is en dus voldoet aan de eigenschappen in
Definitie 1.1.4 en Lemma 1.1.8. We geven wat toelichting bij enkele
van de te bewijzen eigenschappen (R1)–(R7); werk zelf de details uit
als oefening.

(R2) Het element 0 2 K is ook een element van K[x] (een constante
veelterm) en is het neutraal element voor de optelling in K[x].

(R3) Ga na dat (amxm+ · · ·+a1x+a0)+(�amxm� · · ·�a1x�a0) = 0.

(R5) Zij f(x) =
P

m1

i=0 aix
i 2 K[x], zij g(x) =

P
m2

i=0 bix
i 2 K[x], en zij

h(x) =
P

m3

i=0 cix
i 2 K[x]. We tonen aan dat f(x)

�
g(x)h(x)

�
=�

f(x)g(x)
�
h(x). Dit is niet moeilijk, maar het is een goede oefe-

ning op het gebruik van de somnotatie.

f(x)
�
g(x)h(x)

�
= f(x)

m2+m3X

k=0

⇣X

i+j=k

bicj
⌘
xk

=
m1+m2+m3X

`=0

⇣ X

n+k=`

an
� X

i+j=k

bicj
�⌘

x`

=
m1+m2+m3X

`=0

⇣ X

n+i+j=`

an(bicj)
⌘
x`

=
m1+m2+m3X

`=0

⇣ X

n+i+j=`

(anbi)cj
⌘
x` (wegens (K5))
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=
m1+m2+m3X

`=0

⇣ X

k+j=`

� X

n+i=k

anbi
�
cj
⌘
x`

=
⇣m1+m2X

k=0

� X

n+i=k

anbi
�
xk

⌘
h(x)

=
�
f(x)g(x)

�
h(x).

(R6) Het element 1 2 K is ook een element van K[x] (een constante
veelterm) en is het neutraal element voor de vermenigvuldiging in
K[x].

(ii) Dit volgt direct uit de definitie van de optelling en vermenigvuldiging.
⇤

We bespreken beknopt nog enkele eigenschappen en definities in verband
met wortels van veeltermen en delers van veeltermen.

Stelling 1.2.3. Zij K[x] de polynomenring over een veld K. Zij f(x), g(x) 2
K[x] met g(x) 6= 0. Dan zijn er polynomen q(x), r(x) 2 K[x] zodat

f(x) = g(x)q(x) + r(x) met r(x) = 0 of deg r(x) < deg g(x).

Zonder bewijs. (Het bewijs gebruikt de “staartdeling” voor veeltermen, ana-
loog aan de staartdeling in Z. Voor de wiskundigen verwijzen we naar de
cursus “Discrete Wiskunde I”.) ⇤

Een belangrijk gevolg is dat een veelterm over K een wortel a heeft in K
als en slechts als de veelterm deelbaar is door x� a.

Gevolg 1.2.4. Zij 0 6= f(x) 2 K[x], K een veld, en zij a 2 K. Dan is
f(a) = 0 als en slechts als f(x) = (x� a)q(x) voor zekere q(x) 2 K[x].

Bewijs. Het is duidelijk dat uit f(x) = (x� a)q(x) volgt dat f(a) = 0.
Stel omgekeerd dat f(a) = 0. Bovenstaande stelling geeft dat

f(x) = (x� a)q(x) + r(x),

met deg r(x) < deg(x� a) = 1 of r(x) = 0, met andere woorden, r(x) is een
constante veelterm. Uit 0 = f(a) = r(a) volgt dan r(x) = 0, bijgevolg is
f(x) = (x� a)q(x). ⇤

Definitie 1.2.5. (i) Zij f(x), g(x) 2 K[x]. Dan is g(x) een deler van f(x)
als en slechts als er een q(x) 2 K[x] bestaat waarvoor f(x) = g(x)q(x).
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(ii) Zij f(x) 2 K[x], en zij a een wortel van f(x). Dan is

f(x) = (x� a)kq(x)

voor een bepaalde k 2 N (k � 1) en q(x) 2 K[x] met q(a) 6= 0. We
noemen k de multipliciteit van de wortel a.

(iii) Zij f(x) 2 K[x] een veelterm met deg f(x) > 0. We noemen f(x)
reducibel over K als f(x) = g(x)h(x) met g(x), h(x) 2 K[x], waarbij
deg g(x) < deg f(x) en deg h(x) < deg f(x). We noemen f irreducibel
als f niet reducibel is.

De volgende stelling staat gekend als de grondstelling van de algebra.

Stelling 1.2.6. Zij f(x) 2 C[x] met deg f(x) � 1. Dan heeft f(x) een wortel
in C.

Zonder bewijs. (Voor de wiskundigen wordt dit bewezen in de cursussen
“Complexe analyse” en “Algebra II”.) ⇤

Gevolg 1.2.7. Zij f(x) 2 C[x] een monische veelterm met deg f(x) � 1.
Dan is f(x) =

Q
m

i=1(x� ai)ni voor a1, . . . , am 2 C en n1, . . . , nm 2 N.

Bewijs. Dit volgt uit Stelling 1.2.6 en Gevolg 1.2.4. ⇤

1.3 Matrices

We veronderstellen dat de lezer reeds vertrouwd is met matrices over Q of
over R. We definiëren matrices over een willekeurig veld K.

Definitie 1.3.1. Zij K een veld.

(1) Zij m,n 2 N \ {0}. Een m ⇥ n-matrix is een rechthoekig schema van
elementen van K dat bestaat uit m rijen en n kolommen. Dit wordt op
de volgende manier genoteerd:

A =

0

BBB@

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn

1

CCCA
,

met aij 2 K voor alle 1  i  m en 1  j  n. De scalairen aij noemen
we de componenten of elementen van de matrix. Soms wordt ook de
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notatie met vierkante haken

A =

2

6664

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn

3

7775

gebruikt; er is geen enkel verschil in betekenis met de notatie met ronde
haken die wij zullen hanteren.

(2) De verzameling van alle m⇥n-matrices over K noteren we met Mm,n(K)
of Matm,n(K).

(3) Wanneer n = m noteren we Mn,n(K) als Mn(K) of als Matn(K). We
noemen deze matrices de vierkante matrices.

We zullen vaak gebruik maken van volgende notaties om matrices voor
te stellen.

Notatie 1.3.2. De matrix

A =

0

BBB@

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn

1

CCCA
2 Mm,n(K)

noteren we ook op de volgende manieren:

(1) A = (aij)1im,1jn of A =(aij)i,j of kortweg A =(aij), met aij 2 K.

(2) A =
�
A1 · · · An

�
of A =(A1, . . . , An), met Ai 2 Mm,1(K) de kolom-

men van A voor 1  i  n.

(3) A =

0

B@
A1
...

Am

1

CA met Aj 2 M1,n(K) de rijen van A voor 1  j  m.

We definiëren enkele bijzondere types matrices.

Definitie 1.3.3. Zij K een veld, n,m 2 N \ {0}.

(i) De nulmatrix is de matrix (aij) 2 Mm,n(K) met aij = 0 voor alle i, j.
We noteren deze matrix als 0m,n of gewoon 0; als m = n gebruiken we
ook 0n.

(ii) Een matrix in Mm,1(K) wordt een kolommatrix genoemd. Een matrix
in M1,n(K) wordt een rijmatrix genoemd.
We noterenKm := Mm,1(K) voor de verzameling van de kolommatrices.
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(iii) Een matrix (aij) 2 Mn(K) is een diagonaalmatrix als aij = 0 voor alle
i 6= j. We noteren de diagonaalmatrix

0

BBB@

a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

1

CCCA

ook met diag(a11, . . . , ann).

(iv) De eenheidsmatrix is de matrix diag(1, . . . , 1) 2 Mn(K). We noteren
deze matrix als In.

(v) De matrix (aij) 2 Mn(K) is een bovendriehoeksmatrix als aij = 0 voor
alle i > j.

(vi) De matrix (aij) 2 Mn(K) is een onderdriehoeksmatrix als aij = 0 voor
alle i < j.

(vii) De matrix (aij) 2 Mn(K) is symmetrisch als aij = aji voor alle i, j.

(viii) De matrix (aij) 2 Mn(K) is een blokdiagonaalmatrix met blokken
A1, . . . , Ak, als A van de vorm

0

BBB@

A1 0 0 0
0 A2 0 0

. . .
0 0 0 Ak

1

CCCA

is, met Ai een ni ⇥ ni matrix voor alle i.

We kunnen matrices optellen, vermenigvuldigen met een scalair of verme-
nigvuldigen met elkaar. De vermenigvuldiging van matrices is een bewerking
die afgeleid is van wat men de gewogen som noemt:

�
a1 a2 . . . ak

�
·

0

BBB@

b1
b2
...
bk

1

CCCA
= a1b1 + a2b2 + · · ·+ akbk .

Definitie 1.3.4. (1) De som van twee matrices A = (aij) 2 Mm,n(K) en
B = (bij) 2 Mm,n(K) is de matrix A+B := (aij + bij) 2 Mm,n(K).

(2) Zij � 2 K, dan definiëren we het (scalair) product van de matrix A =
(aij) 2 Mm,n(K) met de scalair � als de matrix �A := (�aij) 2 Mm,n(K).
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(3) Het product van twee matrices A = (aij) 2 Mm,k(K) en B = (bij) 2
Mk,n(K) is gedefinieerd als (cij) := AB 2 Mm,n(K) met

cij =
kX

`=1

ai`b`j = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aikbkj.

Merk op dat de som van matrices enkel gedefinieerd is voor matrices met
evenveel rijen en evenveel kolommen. Het product AB van matrices is echter
enkel gedefinieerd als A evenveel kolommen heeft als B rijen heeft. De ij-de
component van AB is de gewogen som van de i-de rij van A met de j-de
kolom van B. Het is een handige “vingertruc” om de ij-de component van
het product te berekenen door met een vinger van de linkerhand over de i-de
rij te gaan terwijl men met een vinger van de rechterhand over de j-de kolom
gaat.

Opmerking 1.3.5. Een matrix A = (A1, . . . , An) 2 Mm,n(K) rechts verme-
nigvuldigen met een kolommatrix B 2 Mn,1(K) geeft een kolommatrix die
gelijk is aan een som van scalaire veelvouden van de kolommen van A:

(A1, . . . , An)

0

B@
b1
...
bn

1

CA = b1A1 + · · ·+ bnAn.

Een matrix B =

✓
B1

...
Bm

◆
2 Mm,n(K) links vermenigvuldigen met een rij-

matrix A 2 M1,m geeft een rijmatrix die gelijk is aan een som van scalaire
veelvouden van de rijen van B:

�
a1 · · · am

�
B = a1B1 + · · ·+ amBm.

Merk op dat het product van twee n⇥n-matrices opnieuw een n⇥n-matrix
is. In feite vormt, voor elke n, de verzameling van alle vierkante n⇥n-matrices
over K een ring. Meer bepaald hebben we het volgend resultaat.

Lemma 1.3.6. Zij K een veld en n,m 2 N \ {0}.

(i) De verzameling van de matrices Mm,n(K) met als operatie de matrixop-
telling is een groep, met de nulmatrix 0m,n als neutraal element.

(ii) De verzameling van de matrices Mn(K) is een ring. Het neutraal ele-
ment voor de optelling is de nulmatrix 0n en het neutraal element voor
de vermenigvuldiging is de eenheidsmatrix In.
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(iii) Voor alle A,B 2 Mm,n(K), �, µ 2 K is

(�µ)A = �(µA), (�+ µ)A = �A+ µA, �(A+B) = �A+ �B.

(iv) Voor alle A 2 Mm,k(K), B 2 Mk,n(K) en � 2 K is

�(AB) = (�A)B = A(�B).

Bewijs. Deze eigenschappen volgen rechtstreeks uit de definities van optelling
en vermenigvuldiging van matrices. We moeten natuurlijk gebruik maken van
de eigenschappen van het veld K.

Eigenschappen (G3) en (R3) volgen uit het feit dat (aij) + (�aij) =
(aij + (�aij)) = 0. We werken de lastigste eigenschap (R5) volledig uit, en
laten het bewijs van de andere eigenschappen als oefening.

Zij dus A = (aij), B = (bij), C = (cij) 2 Mn(K); we tonen aan dat
A(BC) = (AB)C. We hebben

A(BC) = A
⇣ nX

k=1

bikckj
⌘

1i,jn

=
⇣ nX

`=1

ai`
� nX

k=1

b`kckj
�⌘

1i,jn

=
⇣ nX

k=1

nX

`=1

ai`(b`kckj)
⌘

1i,jn

=
⇣ nX

k=1

nX

`=1

(ai`b`k)ckj
⌘

1i,jn

(wegens (K5))

=
⇣ nX

k=1

� nX

`=1

ai`b`k
�
ckj
⌘

1i,jn

=
⇣ nX

`=1

ai`b`j
⌘

1i,jn

C

= (AB)C. ⇤

Opmerking 1.3.7. Merk op dat de ring Mn(K) niet commutatief is! We
geven een voorbeeld van twee vierkante matrices waarvoor AB 6= BA:

✓
0 1
1 0

◆✓
0 1
0 0

◆
=

✓
0 0
0 1

◆
, maar

✓
0 1
0 0

◆✓
0 1
1 0

◆
=

✓
1 0
0 0

◆
.

Definitie 1.3.8. (i) ZijK een veld en n 2 N\{0}. Een matrix A 2 Mn(K)
is inverteerbaar als en slechts als er een matrix B 2 Mn(K) bestaat
waarvoor AB = BA = In.
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(ii) Als de matrix A 2 Mn(K) inverteerbaar is, dan is de matrix B met
AB = BA = In uniek bepaald. We noemen de matrix B de inverse
matrix of kortweg de inverse van A en noteren deze met A�1.

(iii) De verzameling van de inverteerbare matrices noteren we met GLn(K).

Lemma 1.3.9. (i) De verzameling GLn(K) met als bewerking de matrix-
vermenigvuldiging is een groep. Het neutrale element is In.

(ii) Zij A,B 2 GLn(K). Dan is (A�1)�1 = A en (AB)�1 = B�1A�1.

Bewijs. Oefening (gebruik Lemma 1.3.6). ⇤

Niet iedere niet-nulmatrix is inverteerbaar.

Voorbeeld 1.3.10. Veronderstel dat de matrix

A =

✓
1 1
0 0

◆
2 M2(K)

inverteerbaar zou zijn; dan bestaat er een B = ( a b

c d
) 2 M2(K) waarvoor

AB = BA = I2. Echter,

AB =

✓
1 1
0 0

◆✓
a b
c d

◆
=

✓
a+ c b+ d
0 0

◆
6=
✓
1 0
0 1

◆
,

een tegenstrijdigheid. Hieruit volgt dat A niet inverteerbaar is.
Deze methode om na te gaan of een matrix al dan niet inverteerbaar is,

is niet bijzonder praktisch. In Stelling 4.3.12 bewijzen we verscheidene meer
bruikbare criteria om na te gaan of een matrix inverteerbaar is. We bekijken
ook verscheidene methodes om het inverse van een inverteerbare matrix te
bepalen.

Een ander zinvol begrip is het transponeren van een matrix.

Definitie 1.3.11. Zij A = (aij) 2 Mm,n(K). We definiëren de matrix At =
(bk`) 2 Mn,m(K) als bji := aij voor alle 1  i  m, 1  j  n. We noemen
de matrix At de getransponeerde matrix van de matrix A.

De rijen van A worden dus de kolommen van At en de kolommen van A
worden de rijen van At.

Voorbeeld 1.3.12.
0

@
1 2
3 4
5 6

1

A
t

=

✓
1 3 5
2 4 6

◆
,

✓
0 1
0 1

◆t

=

✓
0 0
1 1

◆
.
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We vermelden de volgende rekenregels voor de getransponeerde matrix.

Lemma 1.3.13. (i) Voor alle A,B 2 Mm,n(K) is (A+B)t = At +Bt.

(ii) Voor alle A 2 Mm,n(K) is (At)t = A.

(iii) Voor alle A 2 Mm,k(K), B 2 Mk,n(K) is (AB)t = BtAt.

(iv) Voor alle A 2 GLn(K) is At 2 GLn(K) en (At)�1 = (A�1)t.

Bewijs. Oefening. ⇤

Notatie 1.3.14. We zullen het transponeren van matrices ook gebruiken als
een notatie. We zullen een kolommatrix

0

B@
a1
...
an

1

CA 2 Kn = Mn,1(K)

dikwijls noteren als (a1 · · · an)t of (a1, . . . , an)t.

1.4 Stelsels van lineaire vergelijkingen

Een voorbeeld van een stelsel van 3 lineaire vergelijkingen in 3 onbekenden
x, y, z over het veld Q is

8
><

>:

x+ y + z = 3

x� y + 2z = �1

3x� y + 5z = 1.

Door het elimineren van variabelen kunnen we de oplossingen van dit stelsel
bepalen. Er blijken oneindig veel oplossingen te zijn: voor iedere t 2 Q is
x = �3

2t+ 1, y = 1
2t+ 2, z = t een oplossing van het stelsel.

In deze paragraaf ontwikkelen we een systematische methode om een wil-
lekeurig stelsel van m lineaire vergelijkingen in n onbekenden over een wille-
keurig veld K op te lossen.

Definitie 1.4.1. (i) Zij K een veld. Een stelsel over K van m lineaire
vergelijkingen met n onbekenden7 x1, x2, . . . , xn is een collectie van m

7Als er slechts een vast klein aantal onbekenden zijn worden deze ook wel genoteerd
als x, y, z, u, . . . .
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lineaire vergelijkingen over dezelfde n onbekenden, i.e. vergelijkingen
van de vorm

8
><

>:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm,

waar aij 2 K voor alle 1  i  m, 1  j  n en bi 2 K voor alle 1 
i  m. (Het woord stelsel benadrukt het feit dat we deze vergelijkingen
tegelijk bekijken, en niet individueel.)

(ii) Een oplossing van het bovenstaand stelsel is een n-tal bestaande uit n
scalairen c1, . . . , cn 2 K waarvoor geldt dat

8
><

>:

a11c1 + a12c2 + · · ·+ a1ncn = b1
...

am1c1 + am2c2 + · · ·+ amncn = bm.

Deze oplossing noteren we vaak als x1 = c1, . . . , xn = cn of als (c1, . . . , cn)t.
De oplossingsverzameling van een stelsel lineaire vergelijkingen is de
verzameling van alle oplossingen van het stelsel.

(iii) Een stelsel is strijdig als het geen oplossingen heeft, m.a.w. als de op-
lossingsverzameling gelijk is aan ;.

(iv) Een stelsel is homogeen als het van de vorm
8
><

>:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

is, voor aij 2 K met 1  i  m, 1  j  n. Merk op dat een homogeen
stelsel nooit strijdig is: x1 = x2 = · · · = xn = 0 is namelijk steeds een
oplossing.

De lineaire vergelijkingen van een stelsel kunnen we vermenigvuldigen
met een scalair en bij elkaar optellen. Om een stelsel op te lossen zullen we
het eerst in een eenvoudigere vorm brengen. Hiervoor is het volgend lemma
van cruciaal belang.

Lemma 1.4.2. Beschouw een stelsel van m lineaire vergelijkingen met n
onbekenden over het veld K. We noteren de vergelijkingen van dit stelsel als
R1, . . . , Rm.

We construeren een nieuw stelsel van m lineaire vergelijkingen met n
onbekenden over het veld K door één van de volgende operaties toe te passen:
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(1) een vergelijking Ri vervangen door de vergelijking Ri + �Rj voor een
bepaalde 1  i 6= j  m en � 2 K;

(2) twee vergelijkingen van plaats verwisselen;

(3) een vergelijking Ri vervangen door cRi voor een bepaalde 1  i  m en
c 2 K \ {0}.

De oplossingsverzameling van het oorspronkelijke stelsel is gelijk aan de op-
lossingsverzameling van het nieuwe stelsel.

Bewijs. We overlopen de drie verschillende operaties:

(1) Om de notatie te vereenvoudigen beschouwen we een stelsel met slechts
twee vergelijkingen, maar de redenering is ook geldig in een stelsel met
m vergelijkingen.
We beschouwen het stelsel

(
a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + · · ·+ a2nxn = b2.

We passen operatie (1) toe door R1 te vervangen door R1 + �R2 met
� 2 K; het nieuwe stelsel ziet er als volgt uit:

(
(a11 + � a21)x1 + · · ·+ (a1n + � a2n)xn = b1 + � b2

a21x1 + · · ·+ a2nxn = b2.

Het is evident dat een oplossing van het oorspronkelijke stelsel ook een
oplossing van het nieuwe stelsel is.
Stel nu omgekeerd dat (c1 . . . cn)t een oplossing van het nieuwe stelsel is;
dan is

(a11 + � a21)c1 + · · ·+ (a1n + � a2n)cn = b1 + � b2 en

a21c1 + · · ·+ a2ncn = b2.

Door de eerste vergelijking min � keer de tweede vergelijking te nemen,
volgt dat ook a11c1 + · · · + a1ncn = b1. Bijgevolg is (c1 . . . cn)t ook een
oplossing van het oorsponkelijke stelsel.

(2) Het is triviaal dat het verwisselen van twee vergelijkingen de oplossingen
niet bëınvloedt.

(3) Het is een eenvoudige oefening om na te gaan dat het vermenigvuldigen
van een vergelijking met een niet-nul constante de oplossingsverzameling
niet verandert. ⇤
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Om stelsels e�ciënter te noteren, zullen we een stelsel vaak noteren als
een matrixvergelijking. Het stelsel van m lineaire vergelijkingen met n onbe-
kenden over K

8
><

>:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

kunnen we immers veel compacter noteren als AX = B, waarbij A, X en B
de volgende matrices zijn:

A =

0

B@
a11 . . . a1n
...

...
...

am1 . . . amn

1

CA , X =

0

B@
x1
...
xn

1

CA , B =

0

B@
b1
...
bm

1

CA .

Definitie 1.4.3. Beschouw een stelsel van m lineaire vergelijkingen met n
onbekenden over K, genoteerd als AX = B, waarbij A 2 Mm,n(K), B 2
Mm,1(K) en X de kolommatrix is met de n onbekenden.

De m⇥ (n+1)-matrix (A B) bekomen uit A door deze aan te vullen met
de kolom B, noemen we de uitgebreide matrix van het stelsel. We noteren de
uitgebreide matrix van dit stelsel ook als (A|B); de streep geeft aan dat het
de uitgebreide matrix is van een stelsel.

Voorbeeld 1.4.4. We hernemen het voorbeeldstelsel uit het begin van deze
paragraaf: 8

><

>:

x+ y + z = 3

x� y + 2z = �1

3x� y + 5z = 1.

In matrixnotatie noteren we dit stelsel als AX = B, met

A =

0

@
1 1 1
1 �1 2
3 �1 5

1

A , X =

0

@
x
y
z

1

A , B =

0

@
3
�1
1

1

A .

De uitgebreide matrix van dit stelsel is de 3⇥ 4-matrix
0

@
1 1 1 3
1 �1 2 �1
3 �1 5 1

1

A , ook genoteerd als

0

@
1 1 1 3
1 �1 2 �1
3 �1 5 1

1

A .

We ‘vertalen’ de operaties uit Lemma 1.4.2 naar operaties op de rijen van
de uitgebreide matrix van een stelsel.
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Definitie 1.4.5. Zij A 2 Mm,n(K) met rijen A1, . . . , Am. We kunnen een
nieuwe matrix construeren door één van de volgende operaties toe te passen
op A:

(1) de rij Ai vervangen door Ai+�Aj voor bepaalde 1  i, j  m en � 2 K;

(2) de rij Ai verwisselen met de rij Aj voor bepaalde 1  i, j  m;

(3) de rij Ai vervangen door cAi voor een bepaalde 1  i  m en c 2 K\{0}.

Een dergelijke operatie noemen we een elementaire rijoperatie van type I, II
of III respectievelijk.

Gevolg 1.4.6. De oplossingsverzameling van een stelsel van lineaire verge-
lijkingen blijft dezelfde wanneer men op de uitgebreide matrix van het stelsel
een eindig aantal elementaire rijoperaties na elkaar toepast.

Bewijs. Dit volgt direct uit Lemma 1.4.2. ⇤
Opmerking 1.4.7. De elementaire rijoperaties voor matrices in Mm,n(K)
kunnen alle verkregen worden door linkse vermenigvuldiging met een gepaste
m⇥m-matrix:

(I) de rijoperatie Ai  Ai + �Aj wordt verkregen door linkse vermenig-
vuldiging met de matrix

0

BBB@

1 0 · · · 0

0 1 � 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

1

CCCA
,

i.e. de eenheidsmatrix Im aangevuld met een � op de (i, j)-de positie.

(II) de rijoperatie Ai! Aj wordt verkregen door linkse vermenigvuldiging
met de matrix 0

BBBBBBBBBBB@

1 · · · · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · · · · 1

1

CCCCCCCCCCCA

,

i.e. de eenheidsmatrix Im waarbij de 1’en op de (i, i)-de en de (j, j)-
de positie vervangen werden door 0, en de 0’en op de (i, j)-de en de
(j, i)-de positie vervangen werden door 1.
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(III) de rijoperatie Ai  cAi wordt verkregen door linkse vermenigvuldi-
ging met de matrix

0

BBBBBBB@

1 0 · · · 0 0

0
. . . 0

... c
...

0
. . . 0

0 0 · · · 0 1

1

CCCCCCCA

,

i.e. de eenheidsmatrix Im waarbij de 1 op de (i, i)-de positie vervangen
werd door c.

Als we een stelsel oplossen gaan we te werk door elementaire rijoperaties
op de uitgebreide matrix toe te passen totdat de bekomen matrix de volgende
specifieke gedaante heeft.

Definitie 1.4.8. Een matrix A 2 Mm,n(K) is een rij-echelonmatrix als de
volgende drie voorwaarden voldaan zijn:

• Iedere rij is van de vorm (0 · · · 0), (1 ⇤ · · · ⇤) of (0 · · · 0 1 ⇤ · · · ⇤), waar
de sterretjes willekeurige scalairen voorstellen.

• Het eerste niet-nul element van de (i + 1)-de rij ligt rechts van het
eerste niet-nul element van de i-de rij; de nulrijen staan onderaan in de
matrix.

• De elementen boven het eerste niet-nul element van iedere rij zijn alle-
maal gelijk aan nul.

Als een rij niet volledig gelijk is aan nul, wordt de plaats waar het eerste
niet-nul element staat (dit is altijd een 1) een spilplaats of een pivotplaats ge-
noemd. Een kolom waarin een spilplaats voorkomt noemen we een spilkolom
of een pivotkolom.

Als A een rij-echelonmatrix is, zeggen we ook dat A in rij-echelonvorm
staat. Aangezien we hier enkel rij-echelonmatrices beschouwen en geen kolom-
echelonmatrices, hebben we het korter over echelonmatrices of matrices in
echelonvorm.

Voorbeeld 1.4.9. We geven enkele voorbeelden van rij-echelonmatrices in
M3,4(Q). De spilplaatsen zijn omcirkeld:

0

@
1 �3 0 2

0 0 1 1
0 0 0 0

1

A ,

0

@
0 1 2 0

0 0 0 1
0 0 0 0

1

A ,

0

B@
1 0 2 0

0 1 0 0

0 0 0 1

1

CA
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Een algemener voorbeeld van een rij-echelonmatrix in M4,n(K) is
0

BBB@

1 ⇤ · · · ⇤ 0 ⇤ · · · ⇤ 0 ⇤ · · · ⇤ 0 ⇤ · · · ⇤
0 0 . . . 0 1 ⇤ · · · ⇤ 0 ⇤ · · · ⇤ 0 ⇤ · · · ⇤
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 1 ⇤ · · · ⇤ 0 ⇤ · · · ⇤
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 1 ⇤ · · · ⇤

1

CCCA
,

waar een sterretje een willekeurige scalair voorstelt. Als men in de boven-
staande matrix onderaan een nulrij plaatst blijft de matrix in echelonvorm.

Stelling 1.4.10. Zij A 2 Mm,n(K). Men kan altijd een echelonmatrix beko-
men door een eindig aantal opeenvolgende elementaire rijoperaties op A toe
te passen.

Bewijs. Aangezien de nulmatrix reeds in rij-echelonvorm staat, veronderstel-
len we dat A 6= 0. We gaan te werk in verschillende stappen:

Stap 1. Zoek de eerste kolom van A waarin een niet-nul element staat, noem
deze kolom Kj.

Stap 2. Verwissel rijen, door rijoperaties van type II te gebruiken, zodat een
niet-nul element in de bovenste rij Ri komt, noem dit c 2 K \ {0}.

Stap 3. Maak van die niet-nul component c een 1 door een rijoperatie van
type III te gebruiken: vermenigvuldig Ri met c�1.

Stap 4. Gebruik verschillende rijoperaties van type I om de elementen onder
deze 1 nul te maken: alle rijen Rk met k  i laten we staan, alle rijen
Rk met k > i vervangen we door de rij Rk � akjRi.

Stap 5. De matrix A heeft nu de gedaante
0

BBB@

0 . . . 0 1 ⇤ · · · ⇤
0 . . . 0 0 ⇤ · · · ⇤

...
...

...
0 . . . 0 0 ⇤ · · · ⇤

1

CCCA
=

✓
0 1 B
0 0 D

◆
.

We passen nu stappen 1 tot 4 recursief toe op de matrix D, totdat
er rechtsonder de laatst gevonden pivotplaats enkel nog nullen staan,
of deze pivotplaats helemaal onderaan of helemaal rechts in de matrix
staat.

Stap 6. We maken ten slotte alle elementen boven elke pivotplaats nul door
rijoperaties van type I toe te passen.

De matrix die we nu bekomen hebben is in echelonvorm. ⇤
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Opmerking 1.4.11. Het bewijs van voorgaande stelling is een constructief
bewijs. Dit betekent dat we het bewijs kunnen toepassen om in de praktijk
een matrix in een echelonmatrix om te zetten met behulp van elementaire
rijoperaties. Hieronder werken we dit uit op een voorbeeld, in de oefeningen-
lessen worden nog heel wat meer voorbeelden besproken.

Deze techniek om een matrix naar rijechelonvorm te brengen noemen we
ook rijreductie.

Voorbeeld 1.4.12. We gaan verder met het voorbeeld 1.4.4. We passen de
methode uit het bewijs van Stelling 1.4.10 toe op de matrix

0

@
1 1 1 3
1 �1 2 �1
3 �1 5 1

1

A .

Aangezien het element linksboven reeds een 1 is, kunnen we direct overgaan
naar Stap 4. Vervang R2 door R2 � 1R1; dit geeft

0

@
1 1 1 3
0 �2 1 �4
3 �1 5 1

1

A .

Vervang nu R3 door R3 � 3R1; dit geeft
0

@
1 1 1 3
0 �2 1 �4
0 �4 2 �8

1

A .

Stap 4 is voltooid. We gaan verder met Stap 5 en werken dus verder met het
omkaderde stuk van de matrix:

0

@
1 1 1 3
0 �2 1 �4
0 �4 2 �8

1

A .

Stap 1 en Stap 2 zijn reeds in orde, het element linksboven is namelijk
verschillend van nul. We gaan verder met Stap 3 en vervangen R2 door
(�2)�1R2: 0

B@
1 1 1 3

0 1 �1
2 2

0 �4 2 �8

1

CA .

Nu gaan we verder met Stap 4 en vervangen R3 door R3 + 4R2:
0

B@
1 1 1 3

0 1 �1
2 2

0 0 0 0

1

CA .
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Wemoeten niet opnieuw Stap 5 doorlopen want er staat een nulmatrix rechts-
onder de laatst verkregen 1. We gaan verder met Stap 6, we vervangen dus
R1 door R1 �R2 en krijgen de echelonmatrix

0

B@
1 0 3

2 1

0 1 �1
2 2

0 0 0 0

1

CA .

Wanneer de uitgebreide matrix van een stelsel een rijechelon matrix is,
kunnen we de oplossing van het stelsel direct aflezen.

Stelling 1.4.13. Zij AX = B een stelsel van m lineaire vergelijkingen in n
onbekenden over K, met A 2 Mm,n(K), B 2 Mm,1(K) en X een kolommatrix
met de n onbekenden. Veronderstel dat de uitgebreide matrix (A|B) een
echelonmatrix is.

(i) Als de laatste kolom van (A|B) een spilkolom is, is het stelsel strijdig.

(ii) Als de laatste kolom van (A|B) geen spilkolom is, heeft het stelsel wel
oplossingen. Zij S ✓ {1, . . . , n} de verzameling van indices van alle
spilkolommen van A. De oplossingen van het stelsel kunnen we als
volgt beschrijven:
De onbekenden xi met i /2 S worden vrij gekozen in K, stel xi = ti 2 K.
De onbekenden xj met j 2 S zijn dan bepaald door

xj = b` �
nX

k>j en k/2S

a`ktk, (⇤)

waar ` het nummer van de rij van de spilplaats in de je-kolom is.

Bewijs. (i) Als de laatste kolom van (A|B) een spilkolom is, betekent dit
dat (A|B) een rij bevat die gelijk is aan (0 . . . 0|1). Dit betekent dat
het stelsel de vergelijking 0x1 + · · ·+ 0xn = 1 bevat; deze vergelijking
heeft geen oplossingen. Het stelsel is dus strijdig.

(ii) Dit volgt uit de specifieke vorm van een echelonmatrix. In het bijzonder
is (⇤) precies de `-de vergelijking van het stelsel. Merk hierbij op dat
enerzijds a`j = 1, want dit is precies het element op een spilplaats, en
dat anderzijds a`k = 0 voor alle k < j en voor alle k 2 S \ {j}. ⇤

We kunnen dus aan de echelonvorm van de uitgebreide matrix aflezen
‘hoeveel’ oplossingen een stelsel heeft.
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Gevolg 1.4.14. Zij AX = B een niet-strijdig stelsel met uitgebreide matrix
(A|B) in echelonvorm. Het aantal vrij te kiezen onbekenden is gelijk aan het
aantal onbekenden min het aantal spilkolommen.

Bewijs. Dit volgt rechtstreeks uit de voorgaande stelling. ⇤

Opmerking 1.4.15. (i) Als de echelonvorm van de uitgebreide matrix een
nulrij bevat, levert deze rij geen extra informatie op over de oplossingen
van het stelsel. Een nulrij betekent namelijk dat 0 x1 + · · · + 0 xn = 0,
dit is waar voor alle scalairen.

(ii) Uit het voorgaande gevolg volgt dat een stelsel exact één oplossing heeft
als en slechts als iedere kolom van A een spilkolom is in (A|B) en B
geen spilkolom is. Enkel in dit geval is er een oplossing maar kunnen
er geen onbekenden vrij gekozen worden.

(iii) De vorm van iedere oplossing die gegeven wordt in Stelling 1.4.13 is niet
uniek. Je kan eventueel ook bepaalde xj met j 2 S vrij kiezen en dan
andere xi met i /2 S uitdrukken in functie van de gekozen onbekenden.

Voorbeeld 1.4.16. We gaan verder met het stelsel uit het begin van de
paragraaf. In Voorbeeld 1.4.12 hebben we de echelonvorm van de uitgebreide
matrix bepaald. We lezen nu de oplossingen van het stelsel af met behulp
van de voorgaande stelling. De echelonvorm is gelijk aan (met de spilplaatsen
omcirkeld) 0

@
1 0 3

2 1

0 1 �1
2 2

0 0 0 0

1

A .

De laatste kolom is geen spilkolom dus het stelsel heeft oplossingen. De
verzameling van indices van spilkolommen is S = {1, 2}. We stellen dus
x3 = k 2 K, dan is x2 = 2+ 1

2k en x1 = 1� 3
2k. De oplossingsverzameling is

gelijk aan {(1� 3
2k, 2 +

1
2k, k)

t | k 2 K}.

Tot slot vatten we samen hoe men de oplossingsverzameling van een wil-
lekeurig stelsel lineaire vergelijkingen kan bepalen:

(1) Bepaal de uitgebreide matrix (A|B) van het stelsel.

(2) Breng de uitgebreide matrix in echelonvorm met behulp van het con-
structief bewijs van Stelling 1.4.10. Uit Gevolg 1.4.6 volgt dat de oplos-
singsverzameling van het stelsel hierdoor ongewijzigd blijft.

(3) Gebruik Stelling 1.4.13 om de oplossingsverzameling van het stelsel af te
lezen.

31



Merk op dat deze methode neerkomt op het systematisch elimineren van
zoveel mogelijk onbekenden.
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2 Vectorruimten

2.1 Vectorruimten

We gaan nu van start met een algemene studie van vectorruimten. Onze
definitie is gëınspireerd op de eigenschappen die we in Hoofdstuk 0 hebben
vastgesteld voor Rn uitgerust met de optelling en de scalaire vermenigvuldi-
ging.

Definitie 2.1.1. Een vectorruimte over een veld K (of een K-vectorruimte)
is een verzameling V met twee bewerkingen: de optelling

V ⇥ V ! V : (v, w) 7! v + w,

en de vermenigvuldiging met scalairen

K ⇥ V ! V : (�, v) 7! �v,

die aan de volgende eigenschappen voldoen:

(V1) Voor alle v, w, u 2 V is (v + w) + u = v + (w + u).

(V2) Er bestaat een 0V 2 V zodat voor alle v 2 V geldt dat v + 0V =
0V + v = v.

(V3) Voor alle v 2 V bestaat er een element w 2 V zodat v+w = w+v = 0V .

(V4) Voor alle v, w 2 V geldt dat v + w = w + v.

(V5) Voor alle v 2 V en alle �, µ 2 K geldt (�µ)v = �(µv).

(V6) Voor alle v 2 V is 1v = v (hier is 1 2 K het neutraal element voor de
vermenigvuldiging in K).

(V7) Voor alle v, w 2 V en alle �, µ 2 K is (�+µ)v = �v+µv en �(v+w) =
�v + �w.

De eigenschappen (V1)–(V4) drukken uit dat V met als bewerking de
optelling een abelse groep is.

Voorbeelden 2.1.2. (1) Zij K een willekeurig veld, en stel V = {0}. Dan
vormt V , met als optelling 0 + 0 = 0 en als scalaire vermenigvuldiging
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�0 = 0 voor alle � 2 K, een vectorruimte over K. We noemen dit de
nulruimte (over K).

(2) Het standaardvoorbeeld van een vectorruimte over een veld K is de ko-
lommenruimte

Kn =

8
><

>:

0

B@
a1
...
an

1

CA | ai 2 K

9
>=

>;

met de componentsgewijze optelling en vermenigvuldiging met scalairen
0

B@
a1
...
an

1

CA+

0

B@
b1
...
bn

1

CA :=

0

B@
a1 + b1

...
an + bn

1

CA , �

0

B@
a1
...
an

1

CA :=

0

B@
�a1
...

�an

1

CA .

Merk op dat dit een rechtstreekse veralgemening is van de vectorruimte
Rn die we in Hoofdstuk 0 hebben ingevoerd. Het rekenen en redeneren
in Kn verloopt dan ook geheel analoog als in Rn.

(3) De verzameling van veeltermen in één variabele over een veld K,

K[x] :=

(
dX

i=0

aix
i | d 2 N, ai 2 K

)

vormt een vectorruimte over K. (Ga dit zelf na als oefening.)

(4) Zij K een veld, en stel V = Mm,n(K), de verzameling van m ⇥ n-
matrices, met de som en de scalaire vermenigvuldiging zoals gedefini-
eerd in Definitie 1.3.4. Dan is V een vectorruimte over K; dit volgt uit
Lemma 1.3.6(i) en (iii).

(5) Het veld K zelf is een K-vectorruimte met als scalaire vermenigvuldiging
de vermenigvuldiging van K.

(6) Het volgend voorbeeld laat zien dat de elementen van een vectorruimte
zelf “ingewikkeldere” objecten kunnen zijn. (Dit idee zal later ook van
belang zijn als we ruimten van homomorfismen en duale ruimten zullen
bespreken.)
Zij K een veld, zij X een niet-lege verzameling, en beschouw de nieuwe
verzameling

F := {f : X ! K}

van alle mogelijke functies van X naar K. We voorzien F met de be-
werkingen “optelling” en “scalaire vermenigvuldiging” als volgt. Veron-
derstel dat f en g twee willekeurige elementen van F zijn, m.a.w. twee
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willekeurige functies vanX naarK. Dan definiëren we een nieuwe functie
f + g : X ! K (en dus f + g 2 F) door het voorschrift

(f + g)(x) := f(x) + g(x) voor alle x 2 X.

Veronderstel nu dat f een willekeurig element van F is en � 2 K een
willekeurige scalair; dan definiëren we een nieuwe functie �f : X ! K
(en dus �f 2 F) door het voorschrift

(�f)(x) := �f(x) voor alle x 2 X.

Deze bewerkingen maken van F een K-vectorruimte. Ga zelf na dat
(V1)–(V7) inderdaad voldaan zijn. We merken op dat het element 0F
dat nodig is in (V2) hier gegeven wordt door de nulafbeelding, i.e.

0F : X ! K : x 7! 0.

De volgende rekenregels in vectorruimten zullen we zeer vaak gebruiken:

Lemma 2.1.3. Zij V een K-vectorruimte. We noteren het neutraal element
voor de optelling in K met 0K en het neutraal element voor de optelling in V
met 0V .

(i) Het neutraal element in V voor de optelling in V is uniek.

(ii) Elke v 2 V heeft een uniek tegengestelde voor de optelling; we noteren
het als �v.

(iii) Voor alle v 2 V is �(�v) = v.

(iv) Voor alle � 2 K is �0V = 0V .

(v) Voor alle v 2 V is 0Kv = 0V .

(vi) Voor alle v 2 V is (�1)v = �v. Bovendien geldt, voor alle v 2 V en
� 2 K, dat

(��)v = �(�v) = �(�v), �v = (��)(�v), �(v + w) = �v + (�w).

(vii) Als voor een v 2 V en � 2 K geldt dat �v = 0, dan is � = 0K of
v = 0V .

Bewijs. Oefening. (Dit wordt besproken in de oefeningenlessen.) ⇤

Opmerking 2.1.4. (i) In het vorige lemma hebben we een verschillende
notatie gebruikt voor 0K 2 K en 0V 2 V . Vanaf nu zullen we deze twee
nulelementen beide met 0 noteren; uit de context is het steeds duidelijk
of er 0K of 0V bedoeld wordt.
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(ii) We definiëren de aftrekking voor alle v, w 2 V als

v � w := v + (�w) = (�w) + v = �w + v.

Definitie 2.1.5. Een deelverzameling W van een K-vectorruimte V noemt
men een deelruimte van V als W zelf een vectorruimte is voor de operaties
van V ; we noteren dit dan als W  V .

Opmerking 2.1.6. We benadrukken dat het symbool  hier een notatie is,
en niet zomaar mag gebruikt worden zoals we dit symbool zouden gebruiken
voor getallen. In het bijzonder kunnen twee deelruimten U  V en W  V
gerust tegelijk voldoen aan U 6 W én W 6 U .

Het volgend criterium om na te gaan wanneer een deelverzameling een
deelruimte is, is zeer eenvoudig maar zeer belangrijk.

Lemma 2.1.7. Zij K een veld en V een K-vectorruimte, en zij ; 6= W ✓ V
een deelverzameling van V . Dan is W een deelruimte van V als en slechts
als

�1w1 + �2w2 2 W

voor alle w1, w2 2 W en voor alle �1,�2 2 K.

Bewijs. Veronderstel eerst dat W een deelruimte is van V . Dit betekent
precies dat W een vectorruimte is, met als optelling de (restrictie van) de
optelling op V en als scalaire vermenigvuldiging de (restrictie van) de scalaire
vermenigvuldiging van V . Hieruit volgt dat als w1, w2 2 W en �1,�2 2 K,
het element �1w1 + �2w2 opnieuw in W zit.

Veronderstel omgekeerd dat W een deelverzameling is van V die voldoet
aan de eigenschap dat �1w1 + �2w2 2 W voor alle w1, w2 2 W en voor alle
�1,�2 2 K.

We merken eerst op dat als we �1 = �2 = 1 kiezen, er volgt dat w1+w2 2
W voor alle w1, w2 2 W . Hieruit volgt dat de optelling een bewerking van
W ⇥W ! W is.

Als we nu �2 = 0 kiezen, volgt er dat �1w1 2 W voor alle �1 2 K en
w1 2 W . Hieruit volgt dat de scalaire vermenigvuldiging een bewerking van
K ⇥W ! W is.

We gaan na dat de eigenschappen van een vectorruimte in Definitie 2.1.1
voldaan zijn voor W , met als optelling de (restrictie van) de optelling op V
en als scalaire vermenigvuldiging de (restrictie van) de scalaire vermenigvul-
diging van V .

De eigenschappen (V1) en (V4)–(V7) gelden automatisch, want W ✓ V .
We verifiëren de twee resterende eigenschappen:
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(V2) Als we �1 = �2 = 0 kiezen, volgt uit Lemma 2.1.3(v) dat 0w1 + 0w2 =
0 2 W . Aangezien W ✓ V is ook 0+w = w+0 = w voor alle w 2 W .

(V3) Uit Lemma 2.1.3(vi) volgt dat v + (�1)v = 0 voor alle v 2 V . Stel nu
dat w 2 W , dan is (�1)w 2 W (stel �1 = 0 en �2 = �1). ⇤

Ga zelf aan de hand van het criterium in het voorgaande lemma na dat
de volgende voorbeelden van deelruimten inderdaad deelruimten zijn.

Voorbeelden 2.1.8. (1) Zij V een K-vectorruimte. Dan is de nulruimte
{0} ✓ V een deelruimte.

(2) Zij 1  m  n. De verzameling

{(a1, . . . , an)t | ai 2 K en am+1 = · · · = an = 0} ✓ Kn

vormt een deelruimte van Kn.

(3) De verzameling Pd van veeltermen in K[x] van graad  d, vormt een
deelruimte van K[x].

(4) De verzameling van continue functies op een interval,

C := {f : [a, b] ! R | f is een continue functie} ,

is een deelruimte van de R-vectorruimte F = {f : [a, b] ! R} van alle
functies van [a, b] naar R.

Definitie 2.1.9. Zij V een K-vectorruimte en S ✓ V een deelverzameling.
Een element v 2 V noemt men een lineaire combinatie van elementen van de
verzameling S als v kan geschreven worden als

v = �1v1 + �2v2 + · · ·+ �nvn

met �i 2 K en vi 2 S, voor i = 1, . . . , n.
Merk op dat voor iedere S ✓ V het nulelement 0 2 V een lineaire combi-

natie van elementen van de verzameling S is, namelijk

0 = 0v1 + 0v2 + · · ·+ 0vn.

Deze lineaire combinatie noemt men de triviale lineaire combinatie (van de
elementen v1, . . . , vn).

Voorbeeld 2.1.10. Zij V = Q3, en beschouw de elementen v1 = (1, 0, 0)t

en v2 = (3, 2, 0)t in V . Dan is (0, 1, 0)t 2 V wel een lineaire combinatie van
elementen van de verzameling {v1, v2}, want

(0, 1, 0)t = (�3
2) v1 +

1
2 v2;
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anderzijds is (0, 0, 1)t 2 V geen lineaire combinatie van elementen van de
verzameling {v1, v2}, want

�1v1 + �2v2 = (�1 + 3�2, 2�2, 0)
t

heeft derde coördinaat gelijk aan 0 voor alle �1,�2 2 Q, en kan dus nooit
gelijk zijn aan (0, 0, 1)t.

Opmerking 2.1.11. (i) We benadrukken nog eens dat een lineaire com-
binatie van elementen van S een eindige som is van elementen �ivi,
ook als S zelf oneindig is. We zullen geregeld een dergelijke lineaire
combinatie schrijven als X

v2S

�vv (2.1)

waarbij slechts eindig veel van de �v verschillend van nul zijn; deze
laatste voorwaarde is precies nodig om te garanderen dat er in (2.1)
een eindige som staat.

(ii) We spreken vaak kortweg over “een lineaire combinatie van v1, . . . , vn”
of ook over “een lineaire combinatie van de verzameling {v1, . . . , vn}”
in plaats van over “een lineaire combinatie van elementen van de ver-
zameling {v1, . . . , vn}”.

Definitie 2.1.12. Zij V een K-vectorruimte, en beschouw een deelverza-
meling S ✓ V . We definiëren de verzameling span(S) als de verzameling
bestaande uit alle lineaire combinaties van elementen van S, met andere
woorden

span(S) := {�1v1 + · · ·+ �kvk | k 2 N,�1, . . . ,�k 2 K, v1, . . . , vk 2 S}.

We zeggen dat span(S) de deelruimte voortgebracht door S is.1

Lemma 2.1.13. Zij V een K-vectorruimte, en zij S ✓ V .

(i) De verzameling span(S) is een deelruimte van V .

(ii) Als S ✓ T ✓ V , dan is span(S)  span(T ).

Bewijs. (i) Beschouw twee willekeurige elementen w1 en w2 in span(S) en
twee willekeurige scalairen ↵ en � in K. Dan is

w1 = �1v1 + · · ·+ �kvk,

w2 = µ1u1 + · · ·+ µ`u`,

1We spreken af dat span(;) = {0}.
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voor zekere �i, µi 2 K en vi, ui 2 S, en dus

↵w1 + �w2 = ↵�1v1 + · · ·+ ↵�kvk + �µ1u1 + · · ·+ �µ`u`,

en dit heeft opnieuw de gedaante van een element in span(S). Uit
Lemma 2.1.7 volgt dan dat span(S)  V .

(ii) Het is evident dat elk element van span(S) ook in span(T ) zit, dus
span(S) ✓ span(T ). Aangezien we reeds weten dat span(S) een deel-
ruimte is van V , volgt hieruit dat span(S)  span(T ). ⇤

Notatie 2.1.14. (i) We noteren de deelruimte span(S) ook met hSi. Als
S = {v1, . . . , vk}, dan schrijven we ook span(v1, . . . , vk) of hv1, . . . , vki
in plaats van span({v1, . . . , vk}) of h{v1, . . . , vk}i.

(ii) We noteren span({v}) ook als Kv, omdat elk element van span({v})
kan geschreven worden als �v met � 2 K.

Voorbeeld 2.1.15. Beschouw de vectorruimte K3. Er geldt dat

span({(1, 0, 0)t, (0, 1, 0)t, (0, 0, 1)t}) = K3

en dat

span({(1, 0, 0)t, (0, 1, 0)t}) = {(↵, �, 0)t | ↵, � 2 K}  K3.

Definitie 2.1.16. Zij V een K-vectorruimte. Een deelverzameling S ✓ V
noemen we een voortbrengende verzameling voor V als span(S) = V . Met
andere woorden, S is een voortbrengende verzameling voor V als elk element
uit V een lineaire combinatie is van elementen uit S.

Voorbeeld 2.1.17. Beschouw de vectorruimte K3. In het voorgaande voor-
beeld hebben we aangetoond dat {(1, 0, 0)t, (0, 1, 0)t, (0, 0, 1)t} een voortbren-
gende verzameling voor K3 is. Ook

{(1, 0, 0)t, (0, 1, 0)t, (0, 0, 1)t, (1, 1, 1)t}

is een voortbrengende verzameling voorK3. De verzameling {(1, 0, 0)t, (0, 1, 0)t}
is echter geen voortbrengende verzameling voor K3.

Definitie 2.1.18. Zij V eenK-vectorruimte met S ✓ V een deelverzameling.

(i) We noemen de verzameling S lineair afhankelijk als er een eindige deel-
verzameling {v1, . . . , vk} ✓ S bestaat2 waarvoor

�1v1 + · · ·+ �kvk = 0

met �1, . . . ,�k 2 K waarbij �i 6= 0 voor minstens één i 2 {1, . . . , k}.
2Indien niet anders vermeld veronderstellen wij door de schrijfwijze {v1, . . . , vk} dat de

vectoren v1, . . . , vk twee aan twee verschillend zijn.
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(ii) Als een verzameling S niet lineair afhankelijk is, noemen we S lineair
onafhankelijk. Anders gezegd, S is lineair onafhankelijk als voor elke
eindige deelverzameling {v1, . . . , vk} ✓ S (met k verschillende elemen-
ten) het enkel mogelijk is dat

�1v1 + · · ·+ �kvk = 0

met �1, . . . ,�k 2 K als �1 = · · · = �k = 0. Een eindige verzameling
elementen is dus lineair onafhankelijk als en slechts als enkel de triviale
lineaire combinatie van die elementen gelijk is aan 0.

Opmerking 2.1.19. (i) Ook hier zullen we vaak zeggen dat de elementen
v1, . . . , vn lineair (on)afhankelijk zijn, in plaats van te zeggen dat de
verzameling {v1, . . . , vn} een lineair (on)afhankelijke verzameling is.

(ii) Om te bewijzen dat een deelverzameling S ✓ V lineair onafhankelijk
is, zullen we vaak de volgende redenering maken:
We nemen aan dat er een lineaire combinatie

P
k

i=1 �ivi = 0 is met
v1, . . . , vk willekeurige elementen van S en �1, . . . ,�k willekeurige ele-
menten in K, en we tonen aan dat hieruit volgt dat �1 = · · · = �k = 0.

Voorbeelden 2.1.20. (1) Beschouw de vectorruimte Kn, en stel

e1 :=

0

BBB@

1
0
...
0

1

CCCA
, e2 :=

0

BBB@

0
1
...
0

1

CCCA
, . . . , en :=

0

BBB@

0
0
...
1

1

CCCA
.

De deelverzameling

S = {e1, e2, . . . , en} ⇢ Kn

is een lineair onafhankelijke verzameling. Inderdaad, veronderstel dat
�1e1 + · · ·+ �nen = 0 voor �1, . . . ,�n 2 K, dan volgt dat

(�1,�2, . . . ,�n)
t = (0, 0, . . . , 0)t

en dus is �1 = �2 = · · · = �n = 0. Merk op dat S ook een voortbrengende
verzameling voor Kn is.

(2) Beschouw de vectorruimte Q3, en stel

u =

0

@
0
1
2

1

A , v =

0

@
1
2
3

1

A , w =

0

@
2
3
4

1

A .
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Dan is S = {u, v, w} ⇢ Q3 een lineair afhankelijke verzameling. Inder-
daad, �u + 2v � w = 0, zodat we een niet-triviale lineaire combinatie
vinden van {u, v, w} die 0 is.

(3) Als 0 2 S ✓ V , dan is S lineair afhankelijk. We hebben immers dat
� 0 = 0 voor iedere � 2 K \ {0}.

(4) Beschouw de K-vectorruimte K. Elke deelverzameling van K bestaande
uit meer dan 1 element is lineair afhankelijk. Inderdaad, stel dat a, b 6= 0;
dan is a�1a+ (�b�1)b = 0.

Lemma 2.1.21. Zij V een K-vectorruimte.

(i) Zij {v1, . . . , vn} ✓ V , en zij �1v1+· · ·+�mvn = 0 een lineaire combinatie
met �i 6= 0. Dan is vi een lineaire combinatie van de overige n � 1
elementen.

(ii) Twee elementen in V zijn lineair afhankelijk als en slechts als de ene
een scalair veelvoud van de andere is.

Bewijs. (i) We hebben namelijk dat vi =
P

j 6=i
��j

�i
vj.

(ii) Noem de twee elementen v1 en v2. Als de ene een scalair veelvoud is
van de andere, stel (zonder verlies van algemeenheid) v1 = �v2 voor een
zekere � 2 K, dan is v1 � �v2 = 0 een niet-triviale lineaire combinatie
die 0 is, en dus zijn v1 en v2 lineair afhankelijk.
Veronderstel omgekeerd dat v1 en v2 lineair afhankelijk zijn; dan is
�v1 + µv2 = 0 voor zekere � en µ die niet beide 0 zijn. Veronderstel
zonder verlies van algemeenheid dat � 6= 0; dan is v1 = ���1µv2, en
dus is v1 een scalair veelvoud van v2. ⇤

2.2 Basissen

Nu we de noodzakelijke inleidende begrippen hebben ingevoerd, komen we
tot het belangrijke concept van een basis van een vectorruimte.

Definitie 2.2.1. Zij V een K-vectorruimte. Een deelverzameling B ✓ V is
een basis voor V als aan de twee volgende voorwaarden voldaan is:

(1) B is een voortbrengende verzameling,

(2) B is een lineair onafhankelijke verzameling.

Voorbeelden 2.2.2. (1) De verzameling e1, . . . , en 2 Kn, zoals gedefini-
eerd in Voorbeeld 2.1.20(1), is een basis voor Kn; we noemen dit de
standaardbasis voor de vectorruimte Kn.
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(2) Beschouw de vectorruimte R2. Dan is de verzameling {(1,
p
2)t, (⇡, 3)t}

een basis voor R2.

(3) De vectorruimte Kn heeft steeds meerdere basissen (behalve als |K| = 2
en n = 1). Zo is bijvoorbeeld voor alle � 2 K \ {0} de verzameling
{�e1, . . . ,�en} een basis voor Kn. Als K een oneindig veld is zijn er dus
zelfs oneindig veel verschillende basissen.

(4) Beschouw de vectorruimte V = K[x] van veeltermen in één variabele
over een veld K. Dan vormt de verzameling {1, x, x2, x3, . . . } een basis
voor V . De dimensie van V is in dit geval oneindig.

Opmerking 2.2.3. Als T een lineair onafhankelijke verzameling is in een
vectorruimte V , dan is T een basis voor de deelruimte span(T )  V . Inder-
daad, T is nog steeds lineair onafhankelijk in span(T ), en T is per definitie
voortbrengend voor span(T ).

Stelling 2.2.4. Een deelverzameling B ✓ V is een basis voor V als en slechts
als elk element v 2 V op unieke manier te schrijven is als een lineaire com-
binatie van de elementen uit B.

Bewijs. Veronderstel eerst dat B een basis is. Zij v 2 V willekeurig. Omdat
B voortbrengend is, kunnen we v schrijven als een lineaire combinatie

v =
X

w2B

�ww ,

waarbij slechts eindig veel van de �w 2 K verschillend van nul zijn. Veron-
derstel dat we v op twee manieren kunnen schrijven als een dergelijke lineaire
combinatie:

v =
X

w2B

�ww =
X

w2B

µww .

Dan is de eindige som X

w2B

(�w � µw)w = 0 ,

en uit het feit dat B lineair onafhankelijk is, volgt dat �w = µw voor elke
w 2 B. Dit bewijst de uniciteit.

Veronderstel nu omgekeerd dat elk element van V op unieke manier te
schrijven is als een lineaire combinatie van de elementen van B. Dan volgt
reeds onmiddellijk dat B een voortbrengende verzameling is. We tonen nu
aan dat B een lineair onafhankelijke verzameling is. Veronderstel dat er een
lineaire combinatie van verschillende elementen in B bestaat die nul geeft,
stel

�1v1 + · · ·+ �nvn = 0 .
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Anderzijds is 0 2 V ook te schrijven als

0 · v1 + · · ·+ 0 · vn = 0 ;

uit de veronderstelde uniciteit volgt nu dat �i = 0 voor elke i, wat precies
aantoont dat B lineair onafhankelijk is. ⇤

We zullen zien dat elke vectorruimte een basis heeft, en dat het aantal
elementen van een basis uniek is (ook al is de basis zelf verre van uniek). Dit
feit is van fundamenteel belang in de lineaire algebra, en heeft als gevolg dat
we kunnen spreken van dimensies (zie Definitie 2.2.10 verderop).

Definitie 2.2.5. We noemen een K-vectorruimte V een eindig-dimensio-
nale vectorruimte als V een eindige voortbrengende verzameling bevat. Een
vectorruimte wordt oneindig-dimensionaal genoemd als ze niet eindig-dimen-
sionaal is, i.e. als elke voortbrengende verzameling voor V oneindig is.

Het volgend lemma legt een verband tussen de grootte van voortbren-
gende verzamelingen en lineair onafhankelijke verzamelingen.

Lemma 2.2.6. Zij V een eindig-dimensionale K-vectorruimte met S een
eindige voortbrengende verzameling, |S| = n 2 N. Dan heeft elke lineair
onafhankelijke deelverzameling van V hoogstens n elementen.

Bewijs. Zij U ✓ V met |U | > n, en beschouw n+ 1 verschillende elementen
w1, . . . , wn+1 in U . Zij S = {v1, . . . , vn}. Vermits span(S) = V geldt

w1 = a11v1 + · · ·+ a1nvn
...

wn+1 = an+1,1v1 + · · ·+ an+1,nvn.

Beschouw het stelsel lineaire vergelijkingen
8
>><

>>:

a11x1 + · · ·+ an+1,1xn+1 = 0
...

a1nx1 + · · ·+ an+1,nxn+1 = 0 .

Aangezien het stelsel homogeen is, is x1 = · · · = xn+1 = 0 een oplossing.
We noteren de uitgebreide matrix van dit stelsel met (A|0). Aangezien A 2
Mn,n+1(K) kunnen er maximaal n spilplaatsen zijn in de uitgebreide matrix.
Uit Gevolg 1.4.14 volgt dat het aantal vrij te kiezen onbekenden steeds groter
dan of gelijk aan (n+1)�n = 1 is. Bijgevolg heeft dit stelsel meer oplossingen
dan enkel de oplossing x1 = · · · = xn+1 = 0.
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Zij x1 = c1, . . . , xn+1 = cn+1 een oplossing met niet alle ci = 0. Dan is

c1w1 + · · ·+ cn+1wn+1 =
n+1X

i=1

ci
⇣ nX

j=1

aijvj
⌘
=

nX

j=1

⇣n+1X

i=1

aijci
⌘
vj = 0.

Er is dus een niet-triviale lineaire combinatie van iedere verzameling met n+1
elementen, of anders gezegd, elke deelverzameling van V met ten minste n+1
elementen is lineair afhankelijk. ⇤

We kunnen nu het bestaan van basissen bewijzen, in de volgende sterke
vorm.

Stelling 2.2.7. Zij V een eindig-dimensionale K-vectorruimte. Zij T een
lineair onafhankelijke deelverzameling van V en S een voortbrengende verza-
meling3 die T bevat. Dan is er een basis B voor V zodat T ✓ B ✓ S.

Bewijs. Het bewijs is constructief: we zullen de verzameling T aanvullen met
elementen van S tot we een basis verkrijgen.

Indien de elementen van T voortbrengend zijn, is T reeds een basis, en
hoeven we niks meer te bewijzen. Veronderstel dus dat T niet voortbrengend
is; we beweren dat we een v 2 S \ T kunnen vinden zodat T [ {v} lineair
onafhankelijk is.

Veronderstel dat dit niet zo is; dan is voor elke v 2 S \ T de verzameling
T [ {v} lineair afhankelijk, zodat we een niet-triviale lineaire combinatie

�1v1 + · · ·+ �mvm + �v = 0

vinden, met v1, . . . , vm 2 T en � 6= 0 (vermits {v1, . . . , vm} een lineair onaf-
hankelijke verzameling is). Uit Lemma 2.1.21(i) volgt dan dat v 2 span(T ),
en aangezien v 2 S willekeurig was volgt hieruit dat S ✓ span(T ) ✓ span(S).
Dit impliceert dat span(T ) = span(S) = V , en dus zou T toch voortbrengend
zijn, wat in strijd is met onze veronderstelling.

We kunnen dus T aanvullen met een v 2 S \ T zodat T [ {v} lineair
onafhankelijk is. We herhalen nu deze procedure tot T voortbrengend is
(en dus een basis); dit proces eindigt zeker, omdat wegens Lemma 2.2.6 een
lineair onafhankelijke verzameling een begrensd aantal elementen bevat. ⇤

Een onmiddellijk gevolg van voorgaande stelling zegt dat elke lineair on-
afhankelijke verzameling kan “aangevuld worden tot een basis”, en dat elke
voortbrengende verzameling kan “beperkt worden tot een basis”. Dit is Ge-
volg 2.2.8.

3We eisen niet dat S zelf eindig is.
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Gevolg 2.2.8. (i) Zij V een eindig-dimensionale K-vectorruimte, en zij
T ✓ V een lineair onafhankelijke verzameling. Dan bestaat er een basis
B voor V zodat T ✓ B.

(ii) Zij V een eindig-dimensionale K-vectorruimte, en zij S ✓ V een voort-
brengende verzameling. Dan bestaat er een basis B voor V zodat B ✓ S.

Bewijs. (i) Pas Stelling 2.2.7 toe met S = V (V is immers een voortbren-
gende verzameling voor V ).

(ii) Pas Stelling 2.2.7 toe met T = ; (; is immers een lineair onafhankelijke
verzameling van V ). ⇤

Gevolg 2.2.9. Zij V 6= {0} een eindig-dimensionale K-vectorruimte.

(i) Er is een basis in V .

(ii) Elke basis in V is eindig, en alle basissen hebben even veel elementen.

Bewijs. (i) Dit volgt onmiddellijk uit Gevolg 2.2.8.

(ii) Als B een basis is volgt uit Lemma 2.2.6 dat |B| eindig is. Als B en
B0 basissen zijn voor V dan volgt uit Lemma 2.2.6 zowel |B|  |B0| als
|B0|  |B|, dus |B| = |B0|. ⇤

Definitie 2.2.10. Zij V een eindig-dimensionale vectorruimte over een veldK.
Het aantal elementen in een basis B voor V noemen we de dimensie van V ;
we noteren dit als dimV , of ook als dimK V als we het veld K expliciet
willen vermelden. Als dimV = n, dan noemen we V een n-dimensionale
vectorruimte.

Opmerking 2.2.11. Per definitie nemen we aan dat de lege verzameling ;
een basis is voor de nulruimte. Elke eindig-dimensionale vectorruimte heeft
dan een basis, en een vectorruimte met dimensie 0 is dan de nulruimte.

Als we de dimensie van een vectorruimte V reeds kennen en we willen
nagaan of een verzameling B ✓ V een basis is, volstaat het om ofwel de
lineair onafhankelijkheid, ofwel de voortbrengendheid, na te gaan, uiteraard
op voorwaarde dat B het juiste aantal elementen bevat. Dit is Stelling 2.2.12.

Stelling 2.2.12. Zij V een n-dimensionale K-vectorruimte, en zij S ✓ V
een verzameling met precies n elementen.

(i) Als S lineair onafhankelijk is, dan is S een basis.

(ii) Als S voortbrengend is, dan is S een basis.
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Bewijs. (i) Veronderstel dat S lineair onafhankelijk is. We passen Ge-
volg 2.2.8(i) toe en vullen S aan tot een basis B, dus S ✓ B. Omdat
dimV = n is |B| = n = |S|, maar dan moet B = S.

(ii) Veronderstel dat S voortbrengend is. We passen Gevolg 2.2.8(ii) toe
en beperken S tot een basis B, dus B ✓ S. Omdat dimV = n is
|B| = n = |S|, maar dan moet B = S. ⇤

Stelling 2.2.7 en haar gevolgen blijven geldig voor oneindig-dimensionale
vectorruimten, en hoewel de lineaire algebra die nodig is dezelfde is, wordt
het bewijs ervan aanzienlijk moeilijker omwille van verzameling-theoretische
complicaties. We verwijzen voor de wiskundigen naar de cursus ”logica”.

Stelling 2.2.13. Zij V een oneindig-dimensionale K-vectorruimte.

(i) Zij T een lineair onafhankelijke deelverzameling van V en S een voort-
brengende verzameling die T bevat. Dan is er een basis B voor V zodat
T ✓ B ✓ S.

(ii) Er is een basis in V .

(iii) Elke basis in V is oneindig, en alle basissen hebben even veel 4 elemen-
ten.

Voorbeelden 2.2.14. (1) De nulruimte heeft dimensie 0. Een vectorruimte
V niet gelijk aan de nulruimte heeft dimensie � 1.

(2) De vectorruimte Kn heeft dimensie n.

(3) De K-vectorruimte Mm,n(K) heeft dimensie mn. Immers, de matrices
Uij waarin er een 1 staat op de (i, j)-de plaats en waarvan alle andere
componenten gelijk zijn aan nul, vormen een basis vermits elke matrix
een unieke lineaire combinatie is van de Uij’s:

A = (aij) = a11U11 + · · ·+ amnUmn =
X

i,j

aijUij .

(4) Beschouw de vectorruimte K[x] van de veeltermen in één variabele over
een veld K. Zoals we gezien hebben in Voorbeeld 2.2.2(4) is de ver-
zameling {1, x, x2, x3, x4, . . . } van alle machten van de variabele x een
basis voor deze ruimte. Bijgevolg is K[x] een oneindig-dimensionale vec-
torruimte over K. De deelruimte van veeltermen van graad < d heeft
dimensie d; de verzameling {1, x, x2, . . . , xd�1} vormt een basis voor deze
deelruimte.

4Met “even veel” bedoelen we hier dat de kardinaliteiten dezelfde zijn, of nog, dat
er een bijectie bestaat tussen elke twee basissen. Dit is sterker dan de uitspraak dat de
basissen oneindig groot zijn.
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2.3 Som en directe som van vectorruimten

Als B een basis is voor de n-dimensionale vectorruimte V , dan is, per defi-
nitie, elk element van V op een unieke manier te schrijven als een som van
elementen uit de 1-dimensionale deelruimten Kv met v 2 B. Men zegt dat de
vectorruimte V ontbonden kan worden als directe som van de 1-dimensionale
deelruimten Kv.

Definitie 2.3.1. Zij V een K-vectorruimte en zij W1, . . . ,Wk  V deelruim-
ten van V . De som van de deelruimten W1, . . . ,Wk is gedefinieerd als

W1 + · · ·+Wk :=

(
kX

i=1

wi

�� wi 2 Wi voor alle 1  i  k

)
.

Als ieder element v van W := W1+· · ·+Wk op een unieke manier te schrijven
is als v =

P
k

i=1 wi met wi 2 Wi, dan zeggen we dat W een directe som van
deelruimten is en noteren dit als

W = W1 � · · ·�Wk .

Merk op dat de (directe) som van een eindig aantal deelruimten van V
opnieuw een deelruimte van V is. We noteren ook

kX

i=1

Wi := W1 + · · ·+Wk en
kM

i=1

Wi := W1 � · · ·�Wk.

Lemma 2.3.2. Zij V een K-vectorruimte en W1,W2,W drie deelruimten
van V . Dan is W = W1�W2 als en slechts als W = W1+W2 en W1\W2 =
{0}.

Bewijs. Veronderstel eerst dat W = W1 �W2; dan geldt per definitie reeds
W = W1 +W2. Stel w 2 W1 \W2; dan volgt uit 0 = 0 + 0 = w + (�w) dat
w = 0, vermits de elementen van W maar op één manier te schrijven zijn als
een som van een element uit W1 en een element uit W2.

Stel nu omgekeerd dat W = W1 +W2 en W1 \W2 = {0}. Er moet enkel
nog aangetoond worden dat elk element van W niet op twee verschillende
manieren te schrijven is als een som van elementen uit W1 en W2. Stel
w1 + w2 = w0

1 + w0
2 met w1, w0

1 2 W1 en w2, w0
2 2 W2. Dan is w1 � w0

1 =
w0

2 � w2 2 W1 \W2 = {0}, dus w1 = w0
1 en w2 = w0

2. ⇤

Voorbeeld 2.3.3. Beschouw de vectorruimte V = R3, met deelruimten

W1 = h(1, 0, 0)t, (0, 1, 0)ti,
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W2 = h(1, 2, 3)t, (2, 3, 4)ti,
W3 = h(1, 1, 1)ti.

Dan is V = W1 +W2 en ook V = W1 +W3 maar V 6= W2 +W3. Bovendien
is V = W1 �W3, maar V 6= W1 �W2 want W1 \W2 6= {0}.

Stelling 2.3.4. Zij V een K-vectorruimte en W1,W2,W drie deelruimten
van V zodat W = W1 �W2.

(i) Als B1 een basis is voor W1 en B2 een basis is voor W2, dan is B1 [ B2

een basis voor W .

(ii) dimW = dimW1 + dimW2.

Bewijs. (i) We gaan na dat B = B1 [ B2 een basis voor W is. We tonen
eerst aan dat B voortbrengend is voor W . Zij x 2 W = W1 �W2, dan
is x = y1 + y2 met y1 2 W1 en y2 2 W2. Aangezien y1 een lineaire
combinatie is van B1 en y2 een lineaire combinatie is van B2, is x =
y1 + y2 een lineaire combinatie van B1 [ B2 = B.
Vervolgens gaan we na dat B lineair onafhankelijk is. Stel dat er een
lineaire combinatie

X

v2B1

�vv +
X

w2B2

µww = 0.

Dan is X

v2B1

�vv = �
X

w2B2

µww 2 W1 \W2.

Maar aangezien W1 \W2 = 0 volgt dat
P

v2B1
�vv = �

P
w2B2

µww =
0. Omdat B1 en B2 lineair onafhankelijke verzamelingen zijn, zijn alle
�v = 0 en alle µw = 0. We concluderen dat B lineair onafhankelijk is.

(ii) Dit volgt nu uit de definitie van dimensie omdat |B| = |B1|+ |B2|. ⇤

We hebben ook een soort omgekeerde van Stelling 2.3.4, waarbij we een
directe som verkrijgen door een basis “in twee stukken te splitsen”:

Stelling 2.3.5. Zij V een K-vectorruimte met basis B, en veronderstel dat
B de disjuncte unie is van B1 en B2, i.e. B = B1 [ B2 en B1 \ B2 = ;. Dan
is V = span(B1)� span(B2).

Bewijs. Stel W1 := span(B1) en W2 := span(B2); we zullen aantonen dat
V = W1 +W2 en W1 \W2 = {0}.
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Om aan te tonen dat V = W1+W2 beschouwen we een willekeurige u 2 V .
Aangezien B = B1 [ B2 voortbrengend is voor V , kunnen we u schrijven als

u =
X

v2B1

�vv +
X

w2B2

µww.

Stel dus u1 :=
P

v2B1
�vv 2 W1 en u2 :=

P
w2B2

µww 2 W2; dan is u =
u1 + u2 2 W1 +W2.

Om aan te tonen dat W1 \W2 = {0} onderstellen we dat z 2 W1 \W2.
Enerzijds is z =

P
v2B1

�vv 2 W1, en anderzijds is z =
P

w2B2
µww 2 W2.

Bijgevolg is X

v2B1

�vv �
X

w2B2

µww = 0,

en aangezien B1 [ B2 lineair onafhankelijk is en B1 \ B2 = ;, kan dit enkel
als alle �v en alle µw gelijk zijn aan 0, en dus z = 0. ⇤

Ook indien W1 \W2 6= {0}, is het mogelijk om een formule af te leiden
voor dim(W1 +W2). Deze formule staat bekend als de dimensiestelling voor
deelruimten of de dimensiestelling van Grassmann5 .

Stelling 2.3.6 (Dimensiestelling voor deelruimten). Zij V een eindig-dimen-
sionale K-vectorruimte en W1,W2 twee deelruimten van V . Dan is

dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2 � dim(W1 \W2).

Bewijs. We bewijzen dit door een basis van W1+W2 op te stellen waaruit we
de te bewijzen dimensie-formule kunnen aflezen. We noteren n := dim(W1),
m := dim(W2) en k := dim(W1 \W2).

Zij C = {v1, . . . , vk} een basis van W1 \W2. Aangezien C ✓ W1 \W2 ✓
W1, volgt uit Gevolg 2.2.8(i) dat men C kan uitbreiden tot een basis B1

van W1. We noteren B1 = {v1, . . . , vk, w1, . . . , wn�k}. Op analoge manier
kunnen we C ook uitbreiden tot een basis B2 van W2, we noteren B2 =
{v1, . . . , vk, z1, . . . , zm�k}.

In de rest van dit bewijs tonen we aan dat

B := {v1, . . . , vk, w1, . . . , wn�k, z1, . . . , zm�k}

een basis is van W1 +W2.

5Hermann Günther Grassmann (1809–1877) was een Duitse polymath, die in zijn eigen
tijd als taalkundige bekendstond, en nu vooral beroemd is omwille van zijn wiskundige
bijdragen. Naast zijn werk als leraar middelbaar onderwijs was hij tevens natuurkundige,
neohumanist en uitgever.
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• We gaan na dat B een voortbrengende verzameling voor W1 + W2 is.
We nemen een willekeurig element x 2 W1 + W2, dus x = y1 + y2
met y1 2 W1 en y2 2 W2. Aangezien B1 voortbrengend is voor W1,
is y1 2 span(B1); analoog is y2 2 span(B2). Hieruit volgt dat x =
y1 + y2 2 span(B1 [ B2) = span(B); we besluiten dat B voortbrengend
is voor W1 +W2.

• We gaan na dat B een lineair onafhankelijke verzameling is. We stellen

U1 := span(w1, . . . , wn�k)  W1 en U2 := span(z1, . . . , zm�k)  W2.

Merk vooreerst op dat, wegens Stelling 2.3.5, uit de constructie van B1

en B2 volgt dat
(W1 \W2) \ U1 = {0},
(W1 \W2) \ U2 = {0}.

(2.2)

Stel nu dat

↵1v1 + · · ·+ ↵kvk + �1w1 + · · ·+ �n�kwn�k

+ �1z1 + · · ·+ �m�kzm�k = 0 (2.3)

voor scalairen ↵1, . . . ,↵k, �1, . . . , �n�k, �1, . . . , �m�k 2 K, en stel

v = ↵1v1 + · · ·+ ↵kvk 2 W1 \W2;

w = �1w1 + · · ·+ �n�kwn�k 2 U1  W1;

z = �1z1 + · · ·+ �n�kzm�k 2 U2  W2.

dan is v + w + z = 0, en dus v + w = �z 2 W1 \ W2, waaruit volgt
dat z 2 (W1 \ W2) \ U2, en uit (2.2) volgt dat z = 0. Analoog is
w 2 (W1 \ W2) \ U1, en opnieuw uit (2.2) volgt dat w = 0. Dus
v = w = z = 0, en omdat zowel B1 als B2 lineair onafhankelijke
verzamelingen zijn, kan dit enkel als alle coë�ciënten ↵i, �i en �i gelijk
zijn aan 0.

We hebben aangetoond dat B een basis is van W1 + W2. Dit bewijst het
gestelde, aangezien |B| = k + (n� k) + (m� k) = n+m� k. ⇤
Definitie 2.3.7. Zij V een K-vectorruimte en W  V een deelruimte. Een
deelruimte W 0  V is een complement 6 van W in V als V = W �W 0.

Merk op dat een complement van een deelruimte niet uniek bepaald is
(zie Voorbeeld 2.3.9).

6Merk op dat dit niet het verzamelingtheoretische complement V \W is; dit laatste is
zelfs geen deelruimte.
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Lemma 2.3.8. Zij W,U deelruimten van een K-vectorruimte V . Als V =
W + U dan bestaat er een deelruimte Y  U zodat V = W � Y . In het
bijzonder heeft elke deelruimte W  V een complement in V .

Bewijs. Kies een basis BW voor W en een basis BU voor U . We passen
Stelling 2.2.7 toe (of Stelling 2.2.13(i) indien V oneindig-dimensionaal is)
met T = BW en S = BW [ BU , en vinden een basis voor V van de vorm
BW [ C met C ✓ BU . Neem Y = span(C), dan is Y  U en elk element van
V kan op een unieke manier geschreven worden als w + y met w 2 W en
y 2 Y , dus V = W � Y .

De laatste uitspraak volgt uit de eerste door U = V te nemen. ⇤

Voorbeeld 2.3.9. Zij V de vectorruimte V = R2, en beschouw de volgende
deelruimten van V :

W1 =
�
( a

0 ) | a 2 R
 
;

W2 =
�
( 0
b
) | b 2 R

 
;

W3 =
�
( c
c ) | c 2 R

 
;

W4 =
�
( d

2d ) | d 2 R
 
;

dan is elke Wi een complement van elke Wj met j 6= i. In het bijzonder zien
we dat een complement van een deelruimte niet uniek bepaald is.

Tot nu toe hebben we het enkel gehad over de som en directe som van
deelruimten van een vaste K-vectorruimte V . We definiëren nu de “uitwen-
dige” directe som van een eindig aantal (verschillende) K-vectorruimten.

Definitie 2.3.10. Zij W1, . . . ,Wm vectorruimten over K. Definieer de ver-
zameling

mM

i=1

Wi = W1 � · · ·�Wm =
�
(a1, . . . , am) | a1 2 W1, . . . , am 2 Wm

 
.

Definieer op
L

m

i=1 Wi de volgende optelling en vermenigvuldiging met scalai-
ren,

(a1, . . . , am) + (b1, . . . , bm) = (a1 + b1, . . . , am + bm)

en
� · (a1, . . . , am) = (�a1, . . . ,�am)

voor alle ai, bi 2 Wi en � 2 K.
We noemen

L
m

i=1 Wi de directe som van de vectorruimten W1, . . . ,Wm.

51



Lemma 2.3.11. Zij W1, . . . ,Wm vectorruimten over K. De verzamelingL
m

i=1 Wi met optelling en scalaire vermenigvuldiging zoals gedefinieerd in De-
finitie 2.3.10, is een K-vectorruimte.

Bewijs. Oefening. ⇤

Opmerking 2.3.12. Wanneer de K-vectorruimten W1, . . . ,Wm allemaal
deelruimten zijn van een bepaalde vectorruimte V dan noemen we de di-
recte som

L
m

i=1 Wi, zoals gedefinieerd in Definitie 2.3.1, ook wel de inwendige
directe som.

De directe som
L

m

i=1 Wi in Definitie 2.3.10 voor willekeurigeK-vectorruimten
W1, . . . ,Wm noemen we ook wel de uitwendige directe som.

Het volgende lemma toont aan dat een uitwendige directe som ook een
inwendige directe som is zoals in Definitie 2.3.1.

Lemma 2.3.13. ZijW1, . . . ,Wm vectorruimten over K, en stel V =
L

m

i=1 Wi

de uitwendige directe som van W1, . . . ,Wm. Dan is V de inwendige directe
som van de vectorruimten

W 0
i
=
�
(0, . . . , ai, . . . , 0) | ai 2 Wi

 
,

i.e. V = W 0
1 � · · ·�W 0

m
.

Bewijs. Dit volgt uit het feit dat, voor alle (a1, . . . , am) 2
L

m

i=1 Wi,

(a1, a2, . . . , am) = (a1, 0, . . . , 0) + (0, a2, . . . , 0) + · · ·+ (0, 0, . . . , am)

de unieke manier is om (a1, . . . , am) te schrijven als som van elementen uit
W 0

1, . . . ,W
0
m
. ⇤

Opmerking 2.3.14. Voor de gëınteresseerde lezer vermelden we dat De-
finitie 2.3.10 als volgt kan veralgemeend worden naar een oneindig aantal
vectorruimten. Zij I een verzameling die de rol speelt van indexverzameling,
d.w.z. dat we de elementen gebruiken om objecten te nummeren. Typische
voorbeelden zijn I = {1, . . . , n} of I = N. Zij {Wi}i2I een familie van K-vec-
torruimten, i.e. voor elke i 2 I is een K-vectorruimte Wi gegeven. Een
element dat we verkrijgen door uit elke Wi een element ai te kiezen7, noteren
we als (ai)i2I . De verzameling

Y

i2I

Wi =
�
(ai)i2I | ai 2 Wi

 

7Formeel betekent dit “kiezen” dat we een afbeelding a : I !
S

i2I Wi beschouwen
zodat a(i) 2 Wi voor alle i 2 I.
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met daarop de componentsgewijze optelling en vermenigvuldiging met sca-
lairen,

(ai)i2I + (bi)i2I = (ai + bi)i2I , �(ai)i2I = (�ai)i2I ,

noemt men het direct product van de familie {Wi}i2I . Men verifieert datQ
i2I Wi een K-vectorruimte is.
De verzameling

M

i2I

Wi =
n
(ai)i2I 2

Y

i2I

Wi

�� bijna alle ai = 0
o
,

noemt men de (uitwendige) directe som van de familie {Wi}i2I . (Met bijna
alle wordt bedoeld: alle op een eindig aantal na.) De verzameling

L
i2I Wi

is een deelruimte van
Q

i2I Wi.
Voor eindige families {Wi}i2I geldt

Q
i2I Wi =

L
i2I Wi, en vinden we

onze oorspronkelijke Definitie 2.3.10 terug.

2.4 Lineaire afbeeldingen en lineaire opera-
toren

Voor we de definitie geven van een lineaire afbeelding tussen twee vectorruim-
ten, voeren we eerst nog enkele begrippen in in verband met afbeeldingen
tussen twee verzamelingen.

Definitie 2.4.1. Zij A en B twee verzamelingen.

(i) Zij f : A ! B een afbeelding, en zij C ✓ A. We noteren

f(C) := {f(c) | c 2 C} ✓ B.

(ii) Zij f : A ! B een afbeelding, en zij D ✓ B. Het inverse beeld van D
is de verzameling van alle elementen in A die op een element in D
afgebeeld worden. We noteren8

f�1(D) := {a 2 A | f(a) 2 D} ✓ A.

(iii) Zij f : A ! B een afbeelding, en zij C ✓ A. Dan is C ! B : c 7! f(c)
ook een afbeelding; we noemen deze afbeelding de restrictie van f tot C.
We noteren deze afbeelding met

f |C : C ! B : c 7! f(c).
8Opgelet, f�1 is géén afbeelding van B naar A, want een element van B wordt afgebeeld

op een deelverzameling van A, die niet noodzakelijk uit 1 element bestaat. Zie echter
anderzijds Definitie 3.1.11 verderop.
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(iv) Een afbeelding f : A ! B wordt injectief genoemd, indien elk element
van B hoogstens één maal bereikt wordt door f , of nog, indien voor
alle a, a0 2 A geldt dat

f(a) = f(a0) =) a = a0 ;

we noemen f dan een injectie van A naar (of in) B.

(v) Een afbeelding f : A ! B wordt surjectief genoemd, indien elk element
van B minstens één maal bereikt wordt door f , of nog, indien voor alle
b 2 B geldt:

er bestaat een a 2 A zodat f(a) = b.

we noemen f dan een surjectie van A naar (of op) B.

(vi) Een afbeelding f : A ! B wordt bijectief genoemd, indien elk element
van B juist één maal bereikt wordt door f , of nog, indien voor alle
b 2 B geldt:

er bestaat juist één a 2 A zodat f(a) = b.

we noemen f dan een bijectie van A naar B (of tussen A en B).

Opmerking 2.4.2. Beschouw twee afbeeldingen f : A ! B en g : A ! B.
Dan geldt:

f = g () f(a) = g(a) voor alle a 2 A.

Lemma 2.4.3. (i) Een afbeelding f : A ! B is bijectief dan en slechts dan
als ze injectief én surjectief is.

(ii) Als f een bijectie is van A naar B, dan is |A| = |B|, d.w.z. A en B
hebben even veel elementen.

Bewijs. Dit volgt rechtstreeks uit de definities. ⇤

Verder in deze paragraaf bestuderen we een bepaald type afbeeldingen
tussen twee vectorruimten.

Definitie 2.4.4. Zij V en W twee vectorruimten over het veld K.

(i) Een afbeelding f : V ! W is een lineaire afbeelding als

f(�v1 + µv2) = �f(v1) + µf(v2)

voor alle �, µ 2 K en alle v1, v2 2 V . Merk op dat in de bovenstaande
identiteit de eerste + de optelling is in de vectorruimte V en dat de
tweede + de optelling is in de vectorruimte W ; een gelijkaardige op-
merking geldt voor de scalaire vermenigvuldiging.
Een lineaire afbeelding wordt ook een morfisme van vectorruimten ge-
noemd.
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(ii) Een lineaire afbeelding f : V ! V van een vectorruimte V naar zichzelf
noemen we een lineaire operator op V , of ook soms een endomorfisme
van V .

Opmerking 2.4.5. (i) Een lineaire afbeelding f : V ! W zet lineaire
combinaties om in lineaire combinaties. Inderdaad,

f
⇣ kX

i=1

�ivi
⌘
=

kX

i=1

�if(vi)

voor alle v1, . . . , vk 2 V en �1, . . . ,�k 2 K.

(ii) Zij f : V ! W een lineaire afbeelding en zij U  V een deelvector-
ruimte. Dan is de restrictie f |U : U ! W ook een lineaire afbeelding.

(iii) Zij V en W twee K-vectorruimten, en zij f : V ! W een lineaire af-
beelding. Dan is f(0V ) = 0W . Inderdaad, beschouw de nulelementen
0V 2 V , 0W 2 W en ook 0K 2 K; uit de lineariteit van f volgt dan dat
f(0V ) = f(0K0V ) = 0Kf(0V ) = 0W .

Voorbeelden 2.4.6. (1) Zij V en W twee K-vectorruimten. De nulafbeel-
ding 0: V ! W : v 7! 0W is een lineaire afbeelding.

(2) Zij V een K-vectorruimte. De identieke afbeelding 1V : V ! V : v 7! v
is een lineaire operator. We noteren deze afbeelding ook als 1, en ook
soms wel als idV of id.

(3) Zij K een veld en V = Kn, W = Km. De linkse vermenigvuldiging met
een matrix A 2 Mm,n(K) is een lineaire afbeelding van V naar W . We
noteren deze met

LA : K
n ! Km : v 7! Av.

We verifiëren dat dit een lineaire afbeelding is; we maken gebruik van
Lemma 1.3.6:

LA(�v + µw) = A(�v + µw) = �Av + µAw = �LA(v) + µLA(w),

voor alle v, w 2 Kn, �, µ 2 K. We zullen verder zien dat elke line-
aire afbeelding tussen eindig-dimensionale vectorruimten in zekere zin
overeenkomt met de linkse vermenigvuldiging met een matrix (zie Stel-
ling 4.1.8).

(4) Zij Pn  K[x], de vectorruimte van de veeltermen van graad  n. De
afleiding

d

dx
: Pn ! Pn�1 : f(x) =

nX

i=0

aix
i 7! df

dx
=

nX

i=1

i · aixi�1,
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is een lineaire afbeelding. De afbeelding d

dx
: K[x] ! K[x] is een lineaire

operator op de vectorruimte K[x].

(5) Zij V = Kn. De afbeelding

S : (�1, . . . ,�n)
t 7! (0,�1, . . . ,�n�1)

t

is een lineaire operator op V . We noemen deze afbeelding de shiftopera-
tor.

(6) Stel dat V =
L

k

i=1 Wi voor deelruimten Wi  V . Dan is de afbeelding

pi : V ! Wi : v = w1 + · · ·+ wk 7! wi met wi 2 Wi,

voor iedere 1  i  k een lineaire afbeelding. Bemerk dat v 2 V op een
unieke manier geschreven kan worden als v = w1+ · · ·+wk met wi 2 Wi,
aangezien V een directe som is.

Voorbeeld 2.4.6(6) is een voorbeeld van een projectie-operator:

Definitie 2.4.7. Een lineaire operator p : V ! V op een K-vectorruimte V
noemt men een projectie-operator of kortweg een projectie als p(p(v)) = p(v)
voor alle v 2 V .

We voeren nu de belangrijke concepten van het beeld en de kern van een
lineaire afbeelding in.

Definitie 2.4.8. Zij f : V ! W een lineaire afbeelding tussen twee wille-
keurige K-vectorruimten; dan is de kern van f de deelverzameling

ker f := {v 2 V | f(v) = 0}

van V . Het beeld van f definiëren we als de deelverzameling

im f := f(V ) := {f(v) | v 2 V } = {w 2 W | 9v 2 V : f(v) = w}

van W .

Lemma 2.4.9. Zij f : V ! W een lineaire afbeelding. Dan is ker f  V een
deelruimte van V en im f  W een deelruimte van W .

Bewijs. We gebruiken Lemma 2.1.7. Als �, µ 2 K en v, v0 2 ker f , dan
moeten we aantonen dat �v + µv0 2 ker f . Dit is zo, aangezien

f(�v + µv0) = �f(v) + µf(v0) = 0 + 0 = 0 .

Als w,w0 2 im f dan bestaan er elementen v, v0 2 V zodat f(v) = w en
f(v0) = w0. Er geldt

�w + µw0 = �f(v) + µf(v0) = f(�v + µv0) 2 im f ,

waaruit volgt dat im f een deelruimte is van W . ⇤
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Voorbeeld 2.4.10. (1) Zij V = Kn, met standaardbasis {e1, . . . , en}, en
beschouw de shiftoperator S : V ! V uit Voorbeeld 2.4.6(5). Dan is
imS = he2, . . . , eni, terwijl kerS = heni.

(2) Zij V = Q2 en W = Q3, en beschouw de lineaire afbeelding f die gegeven
wordt door linkse vermenigvuldiging met de matrix

A =

0

@
1 2
2 4
3 6

1

A .

Dan is im f = h(1, 2, 3)ti  W , terwijl ker f = h(2,�1)ti  V .

Lemma 2.4.11. Zij f : V ! W een lineaire afbeelding. Dan geldt:

(i) f is injectief als en slechts als ker f = {0}.
(ii) f is surjectief als en slechts als im f = W .

Bewijs. (i) Dat de kern van een injectieve afbeelding gelijk is aan de nul-
ruimte volgt onmiddellijk uit de definities van injectiviteit en kern.
Onderstel omgekeerd dat ker f = {0}. Uit f(v) = f(w) volgt dat
f(v � w) = 0, dus v � w 2 ker f maar dan is v � w = 0, i.e. v = w.

(ii) Dit volgt onmiddellijk uit de definities van surjectiviteit en beeld. ⇤

Lemma 2.4.12. Zij f : V ! W een lineaire afbeelding en zij U  V een
deelruimte. Beschouw de restrictie f |U van f tot U . Dan is

ker f |U = ker f \ U en im f |U  im f.

Bewijs. Oefening. ⇤

Om een lineaire afbeelding volledig te beschrijven is het voldoende om
het beeld van de basiselementen te geven.

Lemma 2.4.13. Zij V en W twee K-vectorruimten, en zij B een basis
voor V . Zij f : V ! W een lineaire afbeelding. Dan geldt:

(i) f is volledig bepaald door de beelden van de basiselementen f(b) voor
alle b 2 B;

(ii) im(f) = span
�
{f(b) | b 2 B}

�
.

Bewijs. (i) Stel dat het beeld f(b) gekend is voor elk element b 2 B. Elk
element v 2 V is op unieke wijze te schrijven als een lineaire combinatie
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P
b2B �bb, �b 2 K, met bijna alle �b = 0. Aangezien f lineair is, volgt

dat
f(v) =

X

b2B

�bf(b) . (2.4)

We hebben het beeld van een willekeurig element van V bepaald, dus
f is volledig bepaald.

(ii) Uit de gelijkheid (2.4) halen we dat

im(f) = {f(v) | v 2 V } = {
X

b2B

�bf(b) | �b 2 K, bijna alle �b = 0}

= span
�
{f(b) | b 2 B}

�
. ⇤

De volgende observatie is heel nuttig.

Stelling 2.4.14. Zij V,W twee K-vectorruimten, zij B een basis voor V , en
zij f : V ! W een lineaire afbeelding. Dan geldt:

(i) f is injectief als en slechts als {f(b) | b 2 B} een lineair onafhankelijke
verzameling is in W waarbij de elementen f(b) twee aan twee verschil-
lend zijn van elkaar 9;

(ii) f is surjectief als en slechts als {f(b) | b 2 B} een voortbrengende
verzameling is in W ;

(iii) f is bijectief als en slechts als {f(b) | b 2 B} een basis is in W waarbij
de elementen f(b) twee aan twee verschillend zijn van elkaar.

Bewijs. Om de injectiviteit resp. surjectiviteit van f uit te drukken, maken
we gebruik van Lemmas 2.4.11 en 2.4.13(ii).

(i) Onderstel eerst dat f een injectieve afbeelding is. Per definitie van
injectiviteit zijn de elementen f(b) dan twee aan twee verschillend van
elkaar. Veronderstel nu dat

P
b2B �bf(b) = 0 een lineaire combinatie is

van f(b)’s (met dus slechts eindig veel �b’s verschillend van 0) die gelijk
is aan 0. Dan is f

�P
�bb
�
=
P
�bf(b) = 0, en dus is

P
�bb = 0 omdat

ker(f) = {0}. Aangezien B lineair onafhankelijk is, impliceert dit dat
�b = 0 voor alle b 2 B. We besluiten dat de f(b)’s lineair onafhankelijk
zijn.

Omgekeerd, onderstel dat de f(b)’s twee aan twee verschillend en lineair
onafhankelijk zijn; we zullen aantonen dat ker(f) = {0}. Beschouw dus

9We hadden dit ook kunnen formuleren door te zeggen dat {f(b) | b 2 B} een lineair
onafhankelijk stel is in W , maar we hebben het gebruik van stellen (i.e. verzamelingen
waarin eenzelfde element meerdere malen kan optreden) bewust vermeden in deze cursus.
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een element v 2 V met f(v) = 0, en schrijf v =
P
�bb (waarbij de

som slechts eindig veel niet-nul termen heeft). Uit f
�P

�bb
�
= 0 volgtP

�bf(b) = 0. Dit impliceert dat �b = 0 voor alle b 2 B, en dus is
v = 0. Hieruit volgt dat ker(f) = {0}; de afbeelding f is dus injectief.

(ii) Onderstel eerst dat f surjectief is; dan is W = im(f) = span
�
{f(b) |

b 2 B}
�
. Bijgevolg kunnen we ieder element uit W schrijven als een

lineaire combinatie van {f(b) | b 2 B}.
Omgekeerd, onderstel dat {f(b) | b 2 B} een voortbrengende verza-
meling voor W is. Dan is W = span

�
{f(b) | b 2 B}

�
. Opnieuw uit

Lemma 2.4.13(ii) volgt dan dat W = im(f), met andere woorden, f is
surjectief.

(iii) Dit volgt uit (i) en (ii). ⇤
Voorbeeld 2.4.15. Zij K = R, en beschouw de afleiding f = d/dx op de
vectorruimte Pn uit Voorbeeld 2.4.6(4) hierboven. Als basis voor Pn kiezen
we bijvoorbeeld {1, x, x2, . . . , xn}, terwijl een basis voor Pn�1 bijvoorbeeld
gegeven wordt door {1, x, x2, . . . , xn�1}. We bekijken nu de beelden van de
basisvectoren, en we vinden

f(1) = 0, f(x) = 1, f(x2) = 2x, . . . , f(xn) = nxn�1.

We stellen vast dat de verzameling {f(1), . . . , f(xn)} lineair afhankelijk is,
want het bevat het element 0; hieruit volgt reeds dat f niet injectief is.
Anderzijds kunnen we elk element van Pn�1 schrijven als

a0 + a1x+ · · ·+ an�1x
n�1 = a0 · 1 +

a1
2

· 2x+ · · ·+ an�1

n
· nxn�1 ,

zodat de verzameling {f(1), . . . , f(xn)} wel voortbrengend is; hieruit volgt
dat f surjectief is.

Definitie 2.4.16. (i) Een bijectieve lineaire afbeelding tussen tweeK-vec-
torruimten noemen we een isomorfisme.

(ii) Als er tussen twee K-vectorruimten een bijectieve lineaire afbeelding
bestaat dan zeggen we dat de vectorruimten isomorf zijn. Als twee
K-vectorruimten V en W isomorf zijn, noteren we dit met V ⇠= W .

(iii) Een automorfisme van V is een isomorfisme van V naar zichzelf.

Voorbeeld 2.4.17. (1) ZijK een veld, en V een willekeurigeK-vectorruimte.
De identieke afbeelding 1V op V is een automorfisme van V .

(2) Zij K een veld, en V = Kn. Beschouw de afbeelding

f : V ! V : (a1, a2, . . . , an�1, an)
t 7! (an, an�1, . . . , a2, a1)

t.

Dan is f een automorfisme van V .
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(3) De shiftoperator uit Voorbeeld 2.4.6(5) is geen automorfisme van V .

(4) Zij K een veld, en stel V = Kn en W = Km voor zekere n,m. Dan is
V ⇠= W als en slechts als n = m. (Zie ook Gevolg 2.4.18.)

(5) Zij K een veld. Dan is Kn �Km ⇠= Kn+m voor alle n,m.

Gevolg 2.4.18. Twee K-vectorruimten zijn isomorf als en slechts als ze
dezelfde dimensie hebben.

Bewijs. Zij V en W twee K-vectorruimten, en zij B een basis van V .
Stel eerst dat f : V ! W een isomorfisme is. Uit Stelling 2.4.14(iii) volgt

dat {f(b) | b 2 B} een basis van W is, waarbij de elementen f(b) twee aan
twee verschillend zijn van elkaar. Bijgevolg hebben de basissen van V en W
even veel elementen.

Omgekeerd, stel dat V en W dezelfde dimensie hebben. Kies dan basissen
B voor V en C voor W . Omdat V en W dezelfde dimensie hebben, bestaat
er een bijectie � : B ! C. Definieer

f : V ! W :
X

b2B

�bb 7!
X

b2B

�b�(b);

dan is f een lineaire afbeelding, en {f(b) | b 2 B} = C. Uit Stelling 2.4.14(iii)
volgt nu dat f een bijectie is, en bijgevolg een isomorfisme is. ⇤

Gevolg 2.4.19. Zij K een veld, en zij V een eindig-dimensionale K-vector-
ruimte. Stel n = dimK(V ). Dan is V isomorf met de K-vectorruimte Kn.

Bewijs. Dit is een triviaal gevolg van Gevolg 2.4.18. ⇤

De volgende stelling geeft een verband tussen de dimensie van het beeld
im f en de dimensie van de kern ker f van een willekeurige lineaire afbeelding
f (vertrekkend uit een eindig-dimensionale vectorruimte).

Stelling 2.4.20 (Dimensiestelling voor lineaire afbeeldingen). Zij V een
eindig-dimensionale K-vectorruimte, W een willekeurige K-vectorruimte, en
f : V ! W een lineaire afbeelding. Dan is

dimV = dimker f + dim im f .

Bewijs. Kies een basis {b1, . . . , bk} voor de deelruimte ker f , dus k = dimker f .
Uit Gevolg 2.2.8(i) volgt dat we deze basis kunnen uitbreiden tot een ba-
sis {b1, . . . , bk, bk+1, . . . , bn} voor V . Stel U = span(bk+1, . . . , bn). Uit Stel-
ling 2.3.5 halen we dan dat V = ker f � U .
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Uit Lemmas 2.4.11 en 2.4.12 volgt dat de restrictie f |U : U ! W een
injectieve afbeelding is. Aangezien U een complement van ker f is, volgt er
dat im f |U = im f .

Dit impliceert dat f |U een isomorfisme is tussen U en im f . Wegens
Gevolg 2.4.18 is dan dim im f = dimU . Vermits dimV = dimker f + dimU
volgt het resultaat. ⇤

De volgende stelling is zeer belangrijk voor lineaire operatoren op eindig-
dimensionale vectorruimten.

Gevolg 2.4.21 (Alternatief-stelling). Zij V een eindig-dimensionale K-vec-
torruimte, en zij f : V ! V een lineaire operator op V . De volgende eigen-
schappen zijn equivalent 10:

(a) f is injectief;

(b) f is surjectief;

(c) f is bijectief.

Bewijs. We bewijzen iets algemener dat, als f : V ! W een lineaire afbeel-
ding is tussen twee eindig-dimensionale vectorruimten V en W die dezelfde
dimensie hebben, de drie uitspraken (a), (b) en (c) equivalent zijn. Merk
op dat (c) equivalent is met “(a) en (b)”, dus het volstaat te bewijzen dat
(a) () (b). Inderdaad, gebruik makend van de Dimensiestelling 2.4.20
vinden we:

f injectief () ker f = {0}
() dimker f = 0

() dimV = dim im f

() dimW = dim im f

() im f = W

() f surjectief. ⇤
Opmerking 2.4.22. We benadrukken dat de alternatief-stelling gaat over
lineaire operatoren, en niet over lineaire afbeeldingen in het algemeen.

Voorbeeld 2.4.23. (1) Beschouw f : V ! W zoals in Voorbeeld 2.4.10(2).
Dan is dim ker f = 1 en dim im f = 1, zodat dimV = 2 inderdaad gelijk
is aan dimker f + dim im f .

10Het equivalent zijn van eigenschappen betekent dat indien één van de eigenschappen
geldt, dan ook de andere gelden. In dit geval zegt de stelling dus dat, indien f injectief is,
ze dan automatisch ook surjectief (en dus bijectief) is, en omgekeerd, indien f surjectief
is, ze dan ook injectief (en dus bijectief) is. De stelling zegt dus zeker niet dat elke lineaire
operator injectief, surjectief en/of bijectief zou zijn!
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(2) Zij K = R, en beschouw de afleiding f = d/dx van Pn naar Pn�1 zoals
in Voorbeeld 2.4.6(4). Dan is dim ker f = 1 en dim im f = n (want f is
surjectief), zodat inderdaad dimPn = n+ 1 = dimker f + dim im f .

2.5 De rang van een matrix en stelsels van
lineaire vergelijkingen

In paragraaf 1.4 hebben we besproken hoe we een stelsel van lineaire vergelij-
kingen kunnen oplossen. We hebben dit gedaan door de uitgebreide matrix
van het stelsel eerst in echelonvorm te brengen en dan de oplossingen af te
lezen. In deze paragraaf zullen we de begrippen besproken in het huidige
hoofdstuk toepassen om elegantere criteria te ontwikkelen om te bepalen
wanneer een stelsel oplosbaar is en wat de ‘grootte’ van de oplossingsverza-
meling is. Om een stelsel expliciet op te lossen zullen we echter nog steeds
gebruik maken van de rijreductie naar de echelonvorm.

Om deze criteria te formuleren zullen we gebruik maken van de rang
van een matrix. Alvorens dit begrip te definiëren, bewijzen we de volgende
stelling.

Opmerking 2.5.1. Voor elke A 2 Mm,n(K) vormt de verzameling van ko-
lommen {A1, . . . , An} van A een deelverzameling van de vectorruimte Km.
Ook is de verzameling van de rijen {Rt

1, . . . , R
t

m
} een deelverzameling van de

vectorruimte Kn. We kunnen dus de deelruimte van Km (resp. Kn) voort-
gebracht door de kolommen (resp. rijen) van een matrix beschouwen.

Merk op dat we de rijen niet altijd expliciet zullen transponeren tot ko-
lommen; het is duidelijk wat we bedoelen met span(R1, . . . , Rm) en dergelijke.

Stelling 2.5.2. Zij A 2 Mm,n(K) met kolommen {A1, . . . , An} en rijen
{R1, . . . , Rm}. Dan is dim span(A1, . . . , An) = dim span(R1, . . . , Rm).

Bewijs. Noteer s = dim span(A1, . . . , An) en r = dim span(R1, . . . , Rm). Stel
dat de verzameling S = {Ai1 , . . . , Ais} een basis is van span(A1, . . . , An).

Definieer een matrix C met als kolommen de kolommen in S, i.e. C =
(Ai1 . . . Ais) 2 Mm,s(K). Aangezien S een basis is, is iedere kolom Ai een
lineaire combinatie van S. We noteren voor alle 1  k  n

Ak = �1kAi1 + · · ·+ �skAis ,

met �ij 2 K. Definieer de matrix E = (�ij) 2 Ms,n(K). Per definitie is
A = CE.
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Noteer met {E1, . . . , Es} de rijen van E. Uit A = CE volgt dat iedere rij
Ri van A een lineaire combinatie is van {E1, . . . , Es}; bijgevolg is

r = dim span(R1, . . . , Rm)  dim span(E1, . . . , Es)  s.

We hebben dus aangetoond dat r  s.
Wanneer we de redenering opnieuw doen voor de matrix At bekomen we

dat s  r. We concluderen dat r = s. ⇤

Door de vorige stelling te gebruiken kunnen we nu de rang van een matrix
op twee equivalente manieren definiëren.

Definitie 2.5.3. De rang van de matrix A 2 Mm,n(K) is de dimensie van de
deelruimte van Km (resp. Kn) voortgebracht door de kolommen (resp. rijen)
van A. We noteren

rk(A) := dim span(A1, . . . , An) = dim span(R1, . . . , Rm).

Opmerking 2.5.4. De rang rk(A) is dus gekarakteriseerd als het (unieke)
getal r zodat er een verzameling bestaat van r kolommen (resp. rijen) van A
die lineair onafhankelijk is, en iedere verzameling van meer dan r kolommen
(resp. rijen) van A lineair afhankelijk is.

Voorbeelden 2.5.5. (1) Er geldt dat rk(0m,n) = 0 en dat rk(In) = n.

(2) Zij A = (aij) 2 Mm,n(K) \ {0} met aij = ak` voor alle 1  i, k  m en
1  j, `  n. Dan is rk(A) = 1.

(3) Zij A een echelonmatrix. Dan is rk(A) gelijk aan het aantal spilplaatsen.
Inderdaad, de verzameling van de spilkolommen is immers een basis voor
de ruimte voortgebracht door de kolommen van A.

De volgende eigenschappen van de rang van een matrix zijn eenvoudig
maar belangrijk.

Lemma 2.5.6. Zij A 2 Mm,n(K) met rk(A) de rang van A.

(i) Beschouw de lineaire afbeelding LA : Kn ! Km : v 7! Av. Dan is

im(LA) = span{A1, . . . , An};

bijgevolg is dim(imLA) = rk(A).

(ii) Elementaire rijoperaties laten de rang van een matrix invariant.

(iii) Zij A 2 Mm,n(K) en B 2 Mn,r(K). Dan is rk(AB)  rk(A) en
rk(AB)  rk(B).
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(iv) Zij A 2 GLn(K) en B 2 Matn,r(K). Dan is rk(AB) = rk(B).

(v) Zij A 2 GLn(K) en B 2 Matr,n(K). Dan is rk(BA) = rk(B).

Bewijs. (i) Zij {e1, . . . , en} de standaardbasis in Kn. Het beeld van LA

wordt voortgebracht door {Ae1, . . . , Aen} (zie Lemma 2.4.13(ii)). Nu
is Aei 2 Km gelijk aan de i-de kolom van A.

(ii) Na het toepassen van een elementaire rijoperatie blijft de ruimte opge-
spannen door de rijen van A onveranderd.

(iii) Merk op dat im(LAB) een deelruimte is van imLA, want (AB)v =
A(Bv) 2 imLA voor elke v 2 Kr. In het bijzonder is dim(im(LAB)) 
dim(imLA), en uit (i) volgt dat rk(AB)  rk(A).
De andere ongelijkheid volgt nu door transponeren:

rk(AB) = rk((AB)t) = rk(BtAt)  rk(Bt) = rk(B).

(iv) Uit (iii) volgt reeds dat rk(AB)  rk(B). Omdat A inverteerbaar
is, kunnen we echter B nog herschrijven als B = A�1 · AB, zodat
opnieuw uit (iii) volgt dat rk(B) = rk(A�1 ·AB)  rk(AB). Deze twee
ongelijkheden samen geven ons rk(B) = rk(AB).

(v) Analoog aan (iv). ⇤

Men kan dus de rang van een matrix berekenen door de matrix eerst in
echelonvorm te brengen met behulp van elementaire rijoperaties en dan de
rang af te lezen (zie Voorbeeld 2.5.5(3)).

Zoals aangekondigd zullen we het concept van rang van een matrix ge-
bruiken om de oplosbaarheid en het aantal oplossingen van een stelsel li-
neaire vergelijkingen weer te geven. In Lemma 2.5.13 tonen we aan dat
de oplossingsverzameling van een niet-strijdig stelsel een zogenaamde a�ene
deelruimte is. Hiertoe voeren we eerst de nodige definities en hulpresultaten
in.

Definitie 2.5.7. Zij V een K-vectorruimte, beschouw een element v 2 V en
een deelruimte W  V . Definieer de deelverzameling

v +W := {v + w | w 2 W} ✓ V ;

v+W is dus de verzameling van alle sommen v+w met w 2 W . We noemen
v +W een a�ene deelruimte of een lineaire variëteit.

Opmerking 2.5.8. Als v 62 W dan is de a�ene deelruimte v + W geen
deelruimte van V ! Immers, als v /2 W , dan is ook �v /2 W waardoor
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0 = v + (�v) /2 v +W . We kunnen v +W zien als een verschuiving van de
deelruimte W . (Als v 2 W , dan is v +W = W wel een deelruimte van V .)

Om het verschil tussen deelruimten en a�ene deelruimten te benadruk-
ken, zullen we soms spreken over vectordeelruimten versus a�ene deelruim-
ten.

Voorbeeld 2.5.9. (1) Zij W  V een deelruimte. Dan is W ook steeds een
a�ene deelruimte. We kunnen W immers schrijven als 0 +W .

(2) Beschouw de vectorruimte R3. De deelverzameling

S = {(1 + 2r,�1� s, r + s)t | r, s 2 R}

is een a�ene deelruimte van R3, we kunnen S immers ook schrijven als

S = (1,�1, 0)t + span({(2, 0, 1)t, (0,�1, 1)t}).

Deze a�ene deelruimte is geen deelruimte van R3.

Zij v 2 V en w 2 W  V , dan zijn de verzamelingen v+W en (v+w)+W
gelijk. Het volgend lemma toont aan dat elke a�ene deelruimte een unieke
deelruimte bepaalt waarvan ze de verschuiving is.

Lemma 2.5.10. Zij V een vectorruimte, v1, v2 2 V en W1,W2 deelruimten
van V . Dan is v1+W1 = v2+W2 als en slechts als W1 = W2 en v1�v2 2 W1.

Bewijs. Als W1 = W2 en v1 � v2 = w0 2 W1, dan is

v1 +W1 = {v1 + w | w 2 W1} en v2 +W2 = {v1 � w0 + w | w 2 W1}.

Als w door alle elementen van W1 loopt dan loopt w � w0 ook door alle
elementen van W1. De twee verzamelingen zijn dus gelijk.

Omgekeerd, zij v1 + W1 = v2 + W2. Stel w0 = v1 � v2, dan volgt dat
w0 +W1 = W2. Vermits 0 2 W2 moet w0 2 W1. Maar dan is w0 +W1 = W1,
en bijgevolg W1 = W2. ⇤
Definitie 2.5.11. Zij v +W een a�ene deelruimte van een K-vectorruimte
V . Dan definiëren we de dimensie van v +W als dim(v +W ) := dimW .

Opmerking 2.5.12. We moeten nagaan dat de definitie van dimensie van
een a�ene deelruimte goed gedefinieerd is. Hiermee bedoelen we dat de neer-
geschreven formule niet mag afhangen van de keuze van de elementen die we
gebruiken om de formule neer te schrijven. Meer bepaald moeten we hier
nagaan dat, als v1+W1 = v2+W2 twee schrijfwijzen zijn van dezelfde a�ene
deelruimte, dat dan dim(W1) = dim(W2). Dat dit inderdaad het geval is,
volgt onmiddellijk uit Lemma 2.5.10.
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We keren nu terug naar de stelsels, en we tonen aan dat de oplossings-
verzameling van een niet-strijdig stelsel een a�ene deelruimte is.

Lemma 2.5.13. Beschouw het stelsel AX = w met A 2 Mm,n(K), w 2 Km

en X een kolomvector met n onbekenden. Beschouw de lineaire afbeelding

LA : K
n ! Km : v 7! Av.

(i) Het stelsel AX = w is strijdig als en slechts als w /2 imLA.

(ii) Als het stelsel AX = w niet strijdig is, dan is de oplossingsverzame-
ling een a�ene deelruimte. Als v0 2 Kn een oplossing is, dan is de
oplossingsverzameling gegeven door L�1

A
(w) = v0 + kerLA.

(iii) Als het stelsel homogeen is, m.a.w. van de vorm AX = 0, dan is de
oplossingsverzameling gelijk aan de deelruimte kerLA.

Bewijs. Merk vooreerst op dat de oplossingsverzameling van AX = w gelijk
is aan

{v 2 Kn | Av = w} = {v 2 Kn | LA(v) = w} = L�1
A
(w).

(i) De oplossingsverzameling L�1
A
(w) is ledig als en slechts als w /2 imLA.

(ii) Stel dat er een oplossing LA(v0) = w is. Zij nu u 2 Kn willekeurig. Dan
is u een oplossing van het stelsel als en slechts als LA(u) = w = LA(v0),
als en slechts als LA(u� v0) = 0, als en slechts als u� v0 2 kerLA, als
en slechts als u 2 v0 + kerLA.

(iii) Dit is een bijzonder geval van (ii), rekening houdend met het feit dat
een homogeen stelsel nooit strijdig is, en steeds de nuloplossing v0 = 0
heeft. ⇤

Stelling 2.5.14. Beschouw het stelsel AX = w met A 2 Mm,n(K), w 2 Km

en X een kolomvector met n onbekenden.

(i) Het stelsel heeft een oplossing als en slechts als rk(A) = rk(A|w).
(ii) Stel dat het stelsel niet strijdig is. Dan is de dimensie van de oplos-

singsverzameling gelijk aan n� rk(A).

Bewijs. (i) Zij {A1, . . . , An} de kolommen van de matrix A. Er geldt dat

rk(A) = rk(A|w)
() dim span(A1, . . . , An) = dim span(A1, . . . , An, w)

() span(A1, . . . , An) = span(A1, . . . , An, w)

() w 2 span(A1, . . . , An).
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Uit het bovenstaande lemma weten we dat het stelsel een oplossing
heeft als en slechts als w 2 im(LA). De bewering volgt nu wegens
Lemma 2.5.6(i).

(ii) Uit het bovenstaande lemma volgt dat de oplossingsverzameling de af-
fiene deelruimte v0 + kerLA is, met v0 een oplossing. We hebben dat

dim(v0 + kerLA) = dim(kerLA)

= dim(Kn)� dim(imLA) = n� rk(A),

waar we gebruik gemaakt hebben van achtereenvolgens Definitie 2.5.11,
Stelling 2.4.20 en Lemma 2.5.6(i). ⇤

Wanneer we een stelsel met even veel onbekenden als vergelijkingen be-
schouwen, hebben we de volgende sterkere eigenschap.

Gevolg 2.5.15. Beschouw het stelsel AX = w, A 2 Mn(K). Als rk(A) = n,
dan heeft het stelsel een unieke oplossing.

Bewijs. Aangezien rk(A) = n moet ook rk(A|w) = n, en dus volgt uit Stel-
ling 2.5.14 dat het stelsel een oplossing heeft. Aangezien n � rk(A) = 0
volgt dat de oplossingsverzameling dimensie 0 heeft, en dus is er een unieke
oplossing. ⇤

We zullen zien in Stelling 4.3.12 verderop dat een matrix A 2 Mn(K)
met rk(A) = n steeds inverteerbaar is. De unieke oplossing van het stelsel
AX = w met A 2 Mn(K) en rk(A) = n, wordt dan gegeven door x = A�1w.
(Merk op dat inderdaad A(A�1w) = w.)

Opmerking 2.5.16. We hebben nu ogenschijnlijk twee verschillende stellin-
gen gezien in verband met de oplossingsverzameling van een lineair stelsel,
met name Stelling 1.4.13 en Stelling 2.5.14. We gaan na dat deze twee stel-
lingen in feite op hetzelfde neerkomen.

Zij dus AX = w een stelsel inm vergelijkingen en n onbekenden. Omwille
van Lemma 2.5.6(ii) mogen we, om Stelling 2.5.14 toe te passen, aannemen
dat de uitgebreide matrix (A|w) in echelonvorm staat.

Volgens Stelling 1.4.13(i) is het stelsel strijdig als en slechts als de laatste
kolom van (A|w) een spilkolom is, terwijl volgens Stelling 2.5.14(i) het stelsel
strijdig is als en slechts als w 62 imLA. Dit komt inderdaad op hetzelfde
neer, want de laatste kolom van (A|w) is een spilkolom als en slechts als
rk(A|w) = rk(A) + 1, wat op zijn beurt equivalent is met het feit dat w 62
span(A1, . . . , An) waarbij A1, . . . , An de kolommen van A zijn.
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Veronderstel nu dat het stelsel AX = w niet strijdig is. Volgens Ge-
volg 1.4.14 is de dimensie van de oplossingsverzameling (daar uitgedrukt als
“het aantal vrij te kiezen onbekenden”) gelijk aan het aantal onbekenden
min het aantal spilkolommen van de echelonmatrix, terwijl volgens Stel-
ling 2.5.14(ii) deze dimensie gelijk is aan n � rk(A). Dat dit op hetzelfde
neerkomt, volgt nu onmiddellijk uit Voorbeeld 2.5.5(3).

Voorbeeld 2.5.17. Beschouw het stelsel AX = w met 3 vergelijkingen en
6 onbekenden over R, met uitgebreide matrix

(A|w) =

0

B@
1 2 0 3 4 0 5

0 0 1 6 7 0 8

0 0 0 0 0 1 9

1

CA .

De verzameling S van de indices van de spilkolommen is {1, 3, 6}. Volgens
de formule in Stelling 1.4.13(ii) is de oplossingsverzameling

�
(5� 2t1 � 3t2 � 4t3, t1, 8� 6t2 � 7t3, t2, t3, 9)t | t1, t2, t3 2 K

 
.

Dit is gelijk aan de verzameling

0

BBBBBB@

5
0
8
0
0
9

1

CCCCCCA
+

8
>>>>>><

>>>>>>:

t1

0

BBBBBB@

�2
1
0
0
0
0

1

CCCCCCA
+ t2

0

BBBBBB@

�3
0
�6
1
0
0

1

CCCCCCA
+ t3

0

BBBBBB@

�4
0
�7
0
1
0

1

CCCCCCA

��� t1, t2, t3 2 K

9
>>>>>>=

>>>>>>;

.

We zien dat dit inderdaad een a�ene deelruimte is, en dat de dimensie van
deze a�ene deelruimte ook exact het aantal vrij gekozen variabelen is.

Het is eenvoudig na te gaan dat de 3 basisvectoren van de deelruimte
behorende bij de a�ene ruimte in kerLA zitten. Aangezien

dim(kerLA) = n� dim(imLA) = 6� 3 = 3,

is dit ook de volledige kern.
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3 Ruimten van homomor-

fismen

3.1 Ruimten van homomorfismen

Definitie 3.1.1. Zij K een veld, en V,W twee K-vectorruimten.

(i) De verzameling van alle lineaire afbeeldingen tussen V en W noteren
we

HomK(V,W ) := {f : V ! W | f een lineaire afbeelding},

en noemen we de ruimte van homomorfismen van V naar W , of ook wel
de ruimte van lineaire afbeeldingen van V naar W , of kortweg de hom-
ruimte van V naar W . We gebruiken ook de notatie Hom(V,W ) als
het veld vastligt of als het duidelijk is over welk veld de vectorruimten
beschouwd worden.

(ii) Zij f, g 2 HomK(V,W ) en � 2 K; dan definiëren we de afbeeldingen
f + g en �f als

(
(f + g)(v) := f(v) + g(v) voor alle v 2 V, en

(�f)(v) := �f(v) voor alle v 2 V.

De optelling en scalaire vermenigvuldiging in het rechterlid van de de-
finitie zijn de optelling en de scalaire vermenigvuldiging in W .

Opmerking 3.1.2. Beschouw twee elementen f, g 2 HomK(V,W ). Dan
geldt:

f = g () f(v) = g(v) voor alle v 2 V.

(Zie Opmerking 2.4.2.) Bovendien geldt, als B een willekeurige basis is
voor V :

f = g () f(v) = g(v) voor alle v 2 B.
(Ga dit zelf na.) We zullen dit in het vervolg vaak gebruiken.

Lemma 3.1.3. Zij K een veld, en V,W twee K-vectorruimten. Zij f, g 2
HomK(V,W ) en � 2 K. Dan is f+g 2 HomK(V,W ) en �f 2 HomK(V,W ).
Met deze bewerkingen wordt de verzameling HomK(V,W ) een K-vectorruimte.
Het nulelement van deze vectorruimte is de nulafbeelding 0V,W .
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Bewijs. Aangezien W een vectorruimte is, beelden de afbeeldingen f + g en
�f elementen uit V af op elementen uitW . We gaan na dat deze afbeeldingen
lineair zijn. Zij dus v1, v2 2 V en µ1, µ2 2 K; dan is

(f + g)(µ1v1 + µ2v2) = f(µ1v1 + µ2v2) + g(µ1v1 + µ2v2)

= µ1f(v1) + µ2f(v2) + µ1g(v1) + µ2g(v2)

= µ1(f(v1) + g(v1)) + µ2(f(v2) + g(v2))

= µ1(f + g)(v1) + µ2(f + g)(v2),

en dus is f + g 2 HomK(V,W );

(�f)(µ1v1 + µ2v2) = �f(µ1v1 + µ2v2) = �(µ1f(v1) + µ2f(v2))

= µ1�f(v1) + µ2�f(v2) = µ1(�f)(v1) + µ2(�f)(v2),

en dus is �f 2 HomK(V,W ).
Om aan te tonen dat HomK(V,W ) een K-vectorruimte is, moeten we

(V1)–(V7) nagaan. We werken uit dat de eigenschappen (V1), (V2) en (V3)
gelden; de andere eigenschappen laten we als een oefening (analoog aan de
verificatie van (V1)). We maken hierbij gebruik van Opmerking 3.1.2.

(V1) Beschouw f, g, h 2 Hom(V,W ), we moeten nagaan dat (f + g) + h =
f + (g+ h). Kies v 2 V willekeurig, we gaan na dat ((f + g) + h)(v) =
(f + (g + h))(v). Per definitie is

((f + g) + h)(v) = (f + g)(v) + h(v) = (f(v) + g(v)) + h(v),

en aangezien de optelling in W associatief is, is dit gelijk aan

f(v) + (g(v) + h(v)) = f(v) + (g + h)(v) = (f + (g + h))(v).

(V2) Voor alle v 2 V is (f + 0)(v) = f(v) + 0(v) = f(v) + 0W = f(v), dus
is f + 0 = f voor alle f 2 Hom(V,W ). Analoog is ook 0 + f = f .

(V3) Zij f 2 Hom(V,W ); definieer de afbeelding g : V ! W : v 7! �f(v).
Het is duidelijk dat g 2 Hom(V,W ). Er geldt dat

(f + g)(v) = f(v) + g(v) = f(v) + (�f(v)) = 0W = 0(v),

voor alle v 2 V . Bijgevolg is f + g = 0; we noteren de afbeelding g ook
vaak als �f . ⇤

Kort samengevat kunnen we zeggen dat HomK(V,W ) eenK-vectorruimte
is, omdat W een K-vectorruimte is. In de volgende stelling gaan we na wat
de dimensie van de vectorruimte HomK(V,W ) is. We voeren eerst volgende
notatie in.
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Notatie 3.1.4 (Kronecker1 delta). Voor alle i, j 2 N definiëren we

�ij :=

(
1 als i = j ;

0 als i 6= j .

Stelling 3.1.5. Zij K een veld, en V,W twee eindig-dimensionale K-vector-
ruimten. Dan is dimHom(V,W ) = dimV · dimW .

Bewijs. Zij B = {v1, . . . , vn} een basis voor V en C = {w1, . . . , wm} een basis
voor W . Voor elke 1  i  n en 1  j  m stellen we fij 2 Hom(V,W )
gelijk aan de unieke lineaire afbeelding (zie Lemma 2.4.13) bepaald door

(
fij(vi) = wj,

fij(vk) = 0 voor alle k 6= i.
(3.1)

Met andere woorden, er geldt dat fij(vk) = �ikwj voor alle i, j, k. We zullen
aantonen dat de verzameling

S = {fij | i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m} ✓ Hom(V,W )

een basis van Hom(V,W ) is.

• We tonen aan dat S lineair onafhankelijk is. Stel dat
P

i,j
�ijfij = 0

voor �ij 2 K. Dan volgt, voor alle k = 1, . . . , n,

X

i,j

�ijfij(vk) =
X

i,j

�ij�ikwj =
X

j

�kjwj = 0 ;

omdat C een basis is van W , volgt hieruit dat �kj = 0 voor alle k, j.

• We tonen aan dat S voortbrengend is. Zij f 2 Hom(V,W ) een wil-
lekeurige lineaire afbeelding van V naar W . Voor elke k = 1, . . . , n
schrijven we f(vk) =

P
m

j=1 µkjwj, voor zekere µkj 2 K. Er volgt dat

f(vk) =
mX

j=1

µkjwj =
X

i,j

µij�ikwj =
X

i,j

µijfij(vk)

voor elke k. Uit Opmerking 3.1.2 volgt nu dat f =
P

i,j
µijfij, dus is

S voortbrengend.

De verzameling S is dus een basis van Hom(V,W ), en de stelling volgt aan-
gezien |S| = nm. ⇤

1Genoemd naar de Duitse wiskundige Leopold Kronecker (1823–1891).
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Definitie 3.1.6. Zij A,B,C drie verzamelingen, en zij g een afbeelding van
A naar B en f een afbeelding van B naar C. We definiëren de afbeelding

f � g : A ! C : a 7! f(g(a)).

We noemen deze afbeelding de samenstelling van f en g, we spreken f � g
uit als f na g.

Lemma 3.1.7. Zij V,W,U drie K-vectorruimten, zij g 2 Hom(V,W ) en
f 2 Hom(W,U). Dan is f � g 2 Hom(V, U).

Bewijs. Oefening. ⇤

Zij V een K-vectorruimte; dan is de verzameling HomK(V, V ) van lineaire
operatoren op V een K-vectorruimte. Deze ruimte heeft echter nog meer
structuur.

Stelling 3.1.8. Zij K een veld, en zij V een K-vectorruimte. Dan is de
verzameling HomK(V, V ) een ring, waarbij de vermenigvuldiging gegeven is
door samenstelling van operatoren:

(fg)(v) := (f � g)(v) = f(g(v)) voor alle v 2 V,

voor alle f, g 2 HomK(V, V ).

Bewijs. We weten reeds dat HomK(V, V ) een abelse groep is voor de optel-
ling, dus (R1)–(R4) zijn reeds voldaan.

(R5) We gaan na dat f � (g �h) = (f � g) �h voor alle f, g, h 2 HomK(V, V ).
Zij v 2 V willekeurig, dan is (f �(g�h))(v) = f((g�h)(v)) = f(g(h(v)))
en ((f � g) � h)(v) = (f � g)(h(v)) = f(g(h(v))).

(R6) Het neutraal element voor de samenstelling is de identieke afbeelding
1V op V . Immers, (f � 1V )(v) = f(1V (v)) = f(v) en (1V �f)(v) =
1V (f(v)) = f(v) voor alle v 2 V .

(R7) We moeten nagaan dat voor alle f, g, h 2 HomK(V, V ) geldt dat

f(g + h) = fg + fh en (g + h)f = gf + hf .

We rekenen de linksdistributiviteit na. Voor alle v 2 V hebben we

�
f(g + h)

�
(v) = f � (g + h)(v) = f((g + h)(v))

= f(g(v) + h(v)) = f(g(v)) + f(h(v)) = (fg)(v) + (fh)(v) ;

de voorlaatste gelijkheid volgt uit de lineariteit van f . De verificatie
van de rechtsdistributiviteit is volledig analoog. ⇤
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Definitie 3.1.9. De ruimte HomK(V, V ) met als vermenigvuldiging de sa-
menstelling vormt dus een ring; men noemt dit de endomorfismenring van V
en noteert deze met EndK(V ) of End(V ).

Opmerking 3.1.10. (i) De ring EndK(V ) is niet commutatief van zodra
dimV > 1. Als voorbeeld beschouwen we de vectorruimte K2 en de
lineaire operatoren

f : V ! V : (a, b)t 7! (b, 0)t en

g : V ! V : (a, b)t 7! (0, a)t.

We hebben (f � g)(a, b)t = (a, 0)t en (g � f)(a, b)t = (0, b)t. Bijgevolg is
f � g 6= g � f .

(ii) De ring EndK(V ) heeft nuldelers als dimV > 1, d.w.z. er bestaan ele-
menten f, g 2 EndK(V ) met f 6= 0 en g 6= 0 en toch fg = 0. Als
voorbeeld beschouwen we de vectorruimte K2 en de lineaire operatoren

f : V ! V : (a, b)t 7! (a, 0)t en

g : V ! V : (a, b)t 7! (0, b)t.

Dan is (f � g)(a, b)t = (0, 0)t. Bijgevolg is f � g = 0.

We willen nu wat nader ingaan op inverteerbare lineaire operatoren.

Definitie 3.1.11. Zij A en B twee verzamelingen, en f : A ! B een af-
beelding. Als f bijectief is, dan bestaat voor iedere b 2 B de verzameling
f�1({b}) = {a 2 A | f(a) = b} uit precies één element. We definiëren dan
de afbeelding

f�1 : B ! A : b 7! het unieke element in f�1({b}).

We noemen f�1 de inverse afbeelding van f . Om die reden noemen we een
bijectieve afbeelding ook wel een inverteerbare afbeelding.

De inverteerbare lineaire afbeeldingen zijn precies die afbeeldingen die
inverteerbaar zijn met betrekking tot de bewerking “samenstelling”:

Lemma 3.1.12. Zij f : A ! B een afbeelding. Dan zijn de volgende uit-
spraken equivalent:

(a) Er bestaat een afbeelding g : B ! A zodat f � g = 1B en g � f = 1A.

(b) f is bijectief.

Indien deze uitspraken voldaan zijn, dan is g = f�1.
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Bewijs. Veronderstel eerst dat (a) geldt. Dan is de afbeelding f injectief,
want uit f(a) = f(a0) volgt dat g(f(a)) = g(f(a0)), en bijgevolg is 1A(a) =
1A(a0) en dus is a = a0. De afbeelding f is ook surjectief, want stel b 2 B
willekeurig, dan is b = 1B(b) = f(g(b)), en dus is b het beeld onder f van het
element g(b) 2 A. Dus f is bijectief, i.e. (b) geldt.

Veronderstel nu omgekeerd dat (b) geldt, en beschouw de inverse afbeel-
ding f�1 : B ! A, die elk element b 2 B afbeeldt op het unieke element
in A met f(a) = b. Dan is uiteraard f(f�1(b)) = b voor alle b 2 B en
f�1(f(a)) = a voor alle a 2 A, en dus geldt (a) met g = f�1.

Ten slotte merken we op dat als f bijectief is en (a) geldt voor een zekere
g : B ! A, dan is f � g = 1B = f � f�1, en uit de injectiviteit van f volgt
dan g = f�1. ⇤

De inverteerbare lineaire afbeeldingen zijn dus precies de isomorfismen,
die we hebben ingevoerd in Definitie 2.4.16, en de inverteerbare lineaire ope-
ratoren zijn de automorfismen.

Definitie 3.1.13. Zij V een K-vectorruimte. De verzameling van alle auto-
morfismen van V noemt men de algemene lineaire groep, en noteert men als
GLK(V ) of GL(V ).

Lemma 3.1.14. (i) Zij f 2 End(V ), en veronderstel dat f bijectief is.
Dan is f�1 2 End(V ) en f�1 is eveneens bijectief. Met andere woorden,
als f 2 GL(V ), dan is f�1 2 GL(V ).

(ii) De deelverzameling GL(V ) van End(V ) vormt een groep voor de samen-
stelling op End(V ).

Bewijs. (i) Het feit dat f�1 opnieuw een bijectieve afbeelding is, volgt
direct uit de definitie. We tonen aan dat f�1 lineair is. Stel dus v, w 2 V
en �, µ 2 K willekeurig; we willen aantonen dat

f�1(�v + µw) = �f�1(v) + µf�1(w) .

Stel f�1(v) = x en f�1(w) = y, m.a.w. f(x) = v en f(y) = w. Dan is

f(�x+ µy) = �f(x) + µf(y)

omdat f lineair is; bijgevolg is

�f�1(v) + µf�1(w) = �x+ µy = f�1
�
�f(x) + µf(y)

�

= f�1(�v + µw) .
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(ii) Merk vooreerst op dat de samenstelling van twee automorfismen op-
nieuw een automorfisme is. Uit Stelling 3.1.8 volgt dat de samenstel-
ling associatief is, dus (G1) is voldaan. Aangezien 1V een automor-
fisme is, is ook (G2) voldaan. In (i) hebben we aangetoond dat het
inverse van een automorfisme opnieuw een automorfisme is, en aange-
zien f � f�1 = f�1 � f = 1V is (G3) ook voldaan. ⇤

Opmerking 3.1.15. Beschouw een eindig-dimensionale vectorruimte V met
dimV = n. In Stelling 4.1.8(iv) zullen we aantonen dat GLK(V ) en GLn(K)
(de groep van de inverteerbare n⇥n-matrices over K) isomorfe groepen zijn.
Dit verklaart waarom de notatie voor deze objecten gelijkaardig is.
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4 Matrices en

determinanten

4.1 Coördinaten en matrixvoorstellingen van
lineaire afbeeldingen

In Gevolg 2.4.19 hebben we gezien dat elke n-dimensionaleK-vectorruimte V
isomorf is met de kolommenruimte Kn. Zo een isomorfisme hangt echter af
van de keuze van een basis.

Definitie 4.1.1. Zij K een veld, zij V een n-dimensionale K-vectorruimte,
en zij B = {b1, . . . , bn} een basis in V .1

(i) Als v =
P

n

i=1 �ibi, dan noemen we (�1, . . . ,�n)t de coördinatenvector
van v ten opzichte van de basis B. De elementen �i zijn de coördinaten
van v ten opzichte van de basis B.

(ii) Het isomorfisme

� : V ! Kn :
P

n

i=1 �ibi 7! (�1, . . . ,�n)t,

noemen we het coördinatenisomorfisme ten opzichte van de basis B.

Merk op dat het coördinatenisomorfisme ten opzichte van de basis {b1, . . . , bn}
iedere bi afbeeldt op ei, waarbij (e1, . . . , en) de standaardbasis is van Kn.

We kunnen aan iedere lineaire afbeelding tussen twee eindig dimensionale
vectorruimten een matrix associëren. Deze matrix hangt echter af van de
keuze van de basissen.

Definitie 4.1.2. Zij V een n-dimensionale K-vectorruimte en W een m-di-
mensionale K-vectorruimte, en zij f : V ! W een lineaire afbeelding. Be-
schouw een basis B = {b1, . . . , bn} van V en een basis C = {c1, . . . , cm}
van W .

1In de context van coördinatenvectoren en matrixvoorstellingen nemen we (indien niet
anders vermeld) aan, dat een basis B = {b1, . . . , bn} geordend is. Dat betekent dat we
aan B een opsomming van haar elementen meegeven. Dan is bijvoorbeeld duidelijk wat
de eerste, de tweede of de laatste basisvector is, etc.
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Voor iedere j = 1, . . . , n is f(bj) =
P

m

i=1 aijci voor bepaalde scalairen
aij 2 K. De matrix (aij) 2 Mm,n(K) noemen we de matrixvoorstelling van f
ten opzichte van de basissen B en C.

We noteren de matrixvoorstelling van f ten opzichte van de basissen B
en C als Af,B,C of als Af als het duidelijk is uit de context welke basissen we
beschouwen.

Opmerking 4.1.3. Zij Af de matrixvoorstelling van f : V ! W ten opzichte
van de basissen B = {b1, . . . , bn} en C = {c1, . . . , cm}. Uit Definitie 4.1.2 volgt
dat de j-de kolom van Af de coördinatenvector van f(bj) ten opzichte van
de basis C is.

In de praktijk stellen we de matrixvoorstelling Af van een lineaire af-
beelding f op door de coördinatenvectoren van f(b1), . . . , f(bn) t.o.v. C in de
kolommen van Af te schrijven.

Lemma 4.1.4. Zij V een n-dimensionale K-vectorruimte en W een m-
dimensionale K-vectorruimte. Beschouw een basis B = {b1, . . . , bn} van V
en een basis C = {c1, . . . , cm} van W .

(i) Voor iedere matrix A 2 Mm,n(K) bestaat er een lineaire afbeelding
f : V ! W waarvoor Af,B,C = A.

(ii) Zij v 2 V met (�1, . . . ,�n)t de coördinatenvector van v t.o.v. de basis B.
Beschouw de coördinatenvector (µ1, . . . , µm)t van f(v) t.o.v. de basis C.
Dan is 0

B@
µ1
...
µm

1

CA = Af,B,C

0

B@
�1
...
�n

1

CA .

Bewijs. (i) Een lineaire afbeelding f : V ! W is volledig bepaald door de
elementen f(b1), . . . , f(bn). We definiëren f : V ! W door te stellen
dat de coördinatenvector van f(bi) ten opzichte van de basis C de i-de
kolom van de matrix A is. Het gestelde volgt dan onmiddellijk.

(ii) Zij (aij) = Af,B,C. Aangezien v =
P

n

i=1 �ibi is

f(v) =
nX

i=1

�if(bi) =
nX

i=1

�i
� mX

k=1

akick
�
=

mX

k=1

� nX

i=1

aki�i
�
ck.

Er volgt dat de coördinatenvector van f(v) ten opzichte van C gegeven
is door (

P
n

i=1 a1i�i, . . . ,
P

n

i=1 ami�i)t. Hieruit volgt het gestelde. ⇤
Opmerking 4.1.5. (i) De constructie van f in het bovenstaand bewijs

van Lemma 4.1.4(i) impliceert dat een lineaire afbeelding volledig be-
paald is door zijn matrixvoorstelling ten opzichte van bepaalde basissen.
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(ii) Zij � : V ! Kn het coördinatenisomorfisme ten opzichte van een ba-
sis B, en zij � : W ! Km het coördinatenisomorfisme ten opzichte van
een basis C. Uit Lemma 4.1.4(ii) volgt dat voor alle v 2 V geldt dat
�(f(v)) = Af · �(v). Bijgevolg is � � f = LAf

� �. Dit geven we sche-
matisch weer door middel van een zogenaamd commutatief diagram:

Kn Km

LAf

//

V

Kn

�

✏✏

V W
f //W

Km

�

✏✏

We kunnen nu aantonen dat iedere lineaire afbeelding van Kn naar Km

gegeven is door linkse vermenigvuldiging met een matrix.

Gevolg 4.1.6. Zij f : Kn ! Km een lineaire afbeelding. Dan bestaat er een
matrix A 2 Mm,n(K) zodat f = LA.

Bewijs. We beschouwen de standaardbasis B = {e1, . . . , en} van Kn en de
standaardbasis C = {e1, . . . , em} van Km. Als v = (�1, . . . ,�n)t 2 Kn, dan
is de coördinatenvector van v t.o.v. B ook gegeven door (�1, . . . ,�n)t.

Definieer de matrix A := Af,B,C 2 Mm,n(K). Uit Lemma 4.1.4(ii) volgt
nu dat f = LA. ⇤

De verzamelingen EndK(V ) en Mn(K) hebben beide de structuur van
een K-vectorruimte en van een ring. In Stelling 4.1.8 tonen we aan dat de
bewerkingen van deze structuren compatibel zijn met de afbeelding die elke
f 2 EndK(V ) afbeeldt op de corresponderende matrix Af 2 Mn(K).

We tonen eerst volgend lemma aan:

Lemma 4.1.7. Zij V een n-dimensionale vectorruimte met basis B, en zij
� : V ! Kn het coördinatenisomorfisme ten opzichte van B. Zij A,B 2
Mm,n(K). Als voor alle v 2 V geldt dat A�(v) = B�(v), dan is A = B.

Bewijs. Stel B = {b1, . . . , bn}; dan is �(bi) = ei, en bijgevolg is A�(bi) = Aei
gelijk aan de i-de kolom van A, en is B�(bi) = Bei gelijk aan de i-de kolom
van B.

We hebben dat A�(bi) = B�(bi) voor alle i = 1, . . . , n; bijgevolg is de i-de
kolom van A gelijk aan de i-de kolom van B voor alle i = 1, . . . , n. Hieruit
volgt dat A = B. ⇤
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Stelling 4.1.8. Zij V een n-dimensionale K-vectorruimte, W een m-dimen-
sionale K-vectorruimte, en U een t-dimensionale K-vectorruimte. Kies een
basis B voor V , C voor W en D voor U .

(i) De afbeelding

HomK(V,W ) ! Mm,n(K) : f 7! Af

(t.o.v. de basissen B en C) is een isomorfisme van K-vectorruimten.

(ii) Beschouw de afbeeldingen

HomK(V,W ) ! Mm,n(K) : f 7! Af ,

HomK(W,U) ! Mt,m(K) : g 7! Ag ,

HomK(V, U) ! Mt,n(K) : h 7! Ah ,

die we in (i) hebben ingevoerd. Dan geldt voor alle f 2 HomK(V,W )
en alle g 2 HomK(W,U) dat Ag�f = AgAf .

(iii) De afbeelding
EndK(V ) ! Mn(K) : f 7! Af

(t.o.v. de basis B) is een isomorfisme van K-vectorruimten, en voor alle
f, g 2 HomK(V ) geldt dat Ag�f = AgAf .

(iv) Zij f 2 EndK(V ), en zij Af de corresponderende matrix t.o.v. de ba-
sis B. Dan is f inverteerbaar als en slechts als Af inverteerbaar is, en
in dat geval is (Af )�1 = Af�1. We hebben dus een bijectieve afbeelding

GLK(V ) ! GLn(K) : f 7! Af ,

en voor alle f, g 2 GLK(V ) is Ag�f = AgAf .

Bewijs. (i) We verifiëren dat de afbeelding f 7! Af lineair is, met andere
woorden dat

A�f+µg = �Af + µAg

voor alle f, g 2 HomK(V,W ) en �, µ 2 K.
Zij � : V ! Kn en � : W ! Km de coördinatenisomorfismen ten op-
zichte van de gekozen basissen. In Opmerking 4.1.5(ii) hebben we vast-
gesteld dat �((�f + µg)(v)) = A�f+µg�(v) voor alle v 2 V . Anderzijds
geldt ook dat

�((�f + µg)(v)) = ��(f(v)) + µ�(g(v)) = �Af�(v) + µAg�(v).

Uit de distributiviteit van de matrixvermenigvuldiging volgt dat

�Af�(v) + µAg�(v) = (�Af + µAg)�(v).
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Bijgevolg is, voor alle v 2 V ,

(�Af + µAg)�(v) = A�f+µg�(v),

en uit Lemma 4.1.7 volgt nu dat �Af + µAg = A�f+µg.

Uit Lemma 4.1.4(i) volgt dat f 7! Af surjectief is. Uit het feit dat
een lineaire afbeelding volledig bepaald is door zijn matrixvoorstelling
t.o.v. een bepaalde basis volgt dat f 7! Af injectief is.

(ii) Zij � : V ! Kn, � : W ! Km en ⇣ : U ! Kt de coördinatenisomor-
fismen ten opzichte van de gekozen basissen. In Opmerking 4.1.5(ii)
hebben we vastgesteld dat Ag�f�(v) = ⇣((g � f)(v)) voor alle v 2 V .
Door Opmerking 4.1.5(ii) nog twee maal toe te passen vinden we dat

⇣((g � f)(v)) = ⇣(g(f(v))) = Ag · �(f(v)) = Ag · (Af · �(v)).

Uit de associativiteit van de matrixvermenigvuldiging volgt dat

Ag�f�(v) = (AgAf ) · �(v),

en opnieuw volgt nu uit Lemma 4.1.7 dat Ag�f = AgAf .

(iii) Het resultaat volgt uit (i) met V = W en (ii) met V = W = U .

(iv) Veronderstel eerst dat f inverteerbaar is, en beschouw de inverse af-
beelding f�1 2 GLK(V ); dan is f � f�1 = f�1 � f = 1V . Uit (ii) voor
V = W = U volgt dat

Af�f�1 = AfAf�1 = A1V , Af�1�f = Af�1Af = A1V .

Aangezien A1V = In, is AfAf�1 = Af�1Af = In. Bijgevolg is de matrix
Af inverteerbaar; uit de uniciteit van het inverse van een matrix volgt
dat (Af )�1 = Af�1 .

Veronderstel omgekeerd dat de matrix Af inverteerbaar is, en stel B :=
(Af )�1. Uit Lemma 4.1.4(i) volgt dat B = Ag voor een bepaalde g 2
EndK(V ). Uit AfB = BAf = In volgt nu dat Af�g = Ag�f = A1V .
Bijgevolg is f � g = g � f = 1V , en uit Lemma 3.1.12 volgt dat f
inverteerbaar is. ⇤

Opmerking 4.1.9. (i) De verzamelingen GLK(V ) en GLn(K) zijn groe-
pen. Stelling 4.1.8(iv) drukt uit dat de afbeelding f 7! Af een isomor-
fisme van groepen is.

(ii) De verzamelingen EndK(V ) en Mn(K) zijn beide voorbeelden van wat
men K-algebras noemt. Stelling 4.1.8(iii) drukt uit dat de afbeelding
f 7! Af een isomorfisme van K-algebras is.
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4.2 Coördinatentransformaties

De beschrijving van elementen van een vectorruimte door hun coördinaten
hangt af van de keuze van basissen. Ook de beschrijving van lineaire afbeel-
dingen door matrices hangt af van de keuzes van basissen. Men moet dan
ook het verband onderzoeken tussen de coördinaten van een element in een
vectorruimte ten opzichte van verschillende basissen, en het verband tussen
matrixvoorstellingen van een lineaire afbeelding ten opzichte van verschil-
lende basiskeuzes.

Zij V een n-dimensionale K-vectorruimte. Zij B = {b1, . . . , bn} en B0 =
{b01, . . . , b0n} twee basissen voor V ; dan is ieder element van B0 een lineaire
combinatie van elementen van B:

b0
j
= q1jb1 + · · ·+ qnjbn ,

voor bepaalde scalairen qij 2 K.

Definitie 4.2.1. Zij B = {b1, . . . , bn} en B0 = {b01, . . . , b0n} twee basissen
voor V , en schrijf, voor elke j, b0

j
=
P

n

i=1 qijbi voor bepaalde qij 2 K. De
matrix Q = (qij) 2 Mn(K) noemt men de matrix van de basisovergang of de
transitiematrix van de (oude) basis B naar de (nieuwe) basis B0.

Opmerking 4.2.2. (i) ZijQ de matrix van de basisovergang van de (oude)
basis B naar de (nieuwe) basis B0 = {b01, . . . , b0n}. De i-de kolom van Q
is de coördinatenvector van b0

i
ten opzichte van de (oude) basis B. In de

praktijk stellen we de matrix Q van de basisovergang dus op door de
coördinatenvectoren van b01, . . . , b

0
n
in de kolommen van Q te schrijven.

(ii) We beschouwen de vectorruimte Kn. Een vaak voorkomende situatie is
deze waarbij we de transitiematrix willen bepalen van de standaardbasis
naar een willekeurige basis B = {b1, . . . , bn}. Iedere bi 2 B is gelijk
aan zijn coördinatenvector t.o.v. de standaardbasis. Bijgevolg is P =
(b1, . . . , bn) 2 Mn(K) de transitiematrix van de standaardbasis naar B.

Lemma 4.2.3. Zij B = {b1, . . . , bn} en B0 = {b01, . . . , b0n} twee basissen
voor V , en zij Q de matrix van de basisovergang van de (oude) basis B naar
de (nieuwe) basis B0.

(i) Kies een willekeurige basis C = {c1, . . . , cn} van V , en noteer met
� : V ! Kn het coördinatenisomorfisme ten opzichte van C. Defini-
eer de n⇥n-matrices

B = (�(b1), . . . , �(bn)) en B0 = (�(b01), . . . , �(b
0
n
)).

Dan is BQ = B0.
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(ii) De matrix Q is inverteerbaar. De inverse Q�1 is de transitiematrix van
de (nieuwe) basis B0 naar de (oude) basis B.

(iii) Zij v 2 V , zij (�1, . . . ,�n)t de coördinatenvector van v 2 V ten op-
zichte van de basis B, en zij (�01, . . . ,�

0
n
)t de coördinatenvector van v

ten opzichte van de basis B0. Dan is

Q

0

B@
�01
...
�0
n

1

CA =

0

B@
�1
...
�n

1

CA en

0

B@
�01
...
�0
n

1

CA = Q�1

0

B@
�1
...
�n

1

CA .

Bewijs. (i) Dit volgt rechtstreeks uit de definitie van Q, want aangezien �
lineair is geldt dat �(b0

j
) = q1j�(b1) + · · ·+ qnj�(bn).

(ii) We noteren met P de matrix van de basisovergang van de (nieuwe)
basis B0 naar de (oude) basis B.
We passen nu (i) toe met C = B; dan is B = In 2 Mn(K) en B0 2
Mn(K). Er volgt dat InQ = B0, dus Q = B0.
We passen nogmaals (i) toe met C = B, maar we beschouwen de matrix
P van de basisovergang van B0 naar B; er volgt dat B0P = In. Bijgevolg
is QP = In.
Door de rol van B en B0 te verwisselen, vinden we op dezelfde wijze dat
ook PQ = In. Er volgt dus dat Q inverteerbaar is en dat Q�1 = P .

(iii) We hebben v =
P

n

k=1 �
0
k
b0
k
, en uit de definitie van de transitiematrix Q

volgt dat

v =
nX

k=1

�0
k

� nX

i=1

qikbi
�
=

nX

i=1

� nX

k=1

�0
k
qik
�
bi.

Anderzijds geldt ook dat v =
P

n

i=1 �ibi. Echter, ieder element is op een
unieke manier te schrijven als een lineaire combinatie van de basisele-
menten, en dus volgt hieruit dat �i =

P
k
qik�0k voor alle i. ⇤

Opmerking 4.2.4. Zij B = {b1, . . . , bn} en B0 = {b01, . . . , b0n} twee basissen
voor V , en zij Q de matrix van de basisovergang van (oude) basis B naar
(nieuwe) B0.

(i) We kunnen de formule in Lemma 4.2.3(i) ook symbolisch opschrijven
als

(b1, . . . , bn)Q = (b01, . . . , b
0
n
), (4.1)

waarbij (b1, . . . , bn) een 1⇥ n-matrix is waarvan de elementen zelf vec-
toren zijn. Op deze manier kunnen we de symbolische matrixvermenig-
vuldiging uitvoeren; uit de definitie van Q volgt dat de formule klopt.
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(ii) Beschouw de coördinatenisomorfismen � : V ! Kn ten opzichte van B
en �0 : V ! Kn ten opzichte van B0. Uit Lemma 4.2.3(iii) volgt dat
Q�0(v) = �(v) voor alle v 2 V . Bijgevolg is LQ � �0 = �; we geven dit
schematisch weer door middel van het volgend commutatief diagram:

V

Kn

�
0

��

V

Kn

�

��
Kn Kn

LQ //

Zij f : V ! W een lineaire afbeelding tussen twee eindig-dimensionale
vectorruimten. We willen de matrixvoorstellingen van f ten opzichte van
verschillende basiskeuzes vergelijken.

Stelling 4.2.5. Zij V,W eindig-dimensionale K-vectorruimten met n =
dimV en m = dimW en kies basissen B, B0 voor V en basissen C, C 0

voor W . Beschouw de transitiematrix Q 2 GLn(K) van B naar B0 en de
transitiematrix P 2 GLm(K) van C naar C 0. Stel A = Af,B,C en A0 = Af,B0,C0;
dan is

A0 = P�1AQ.

Bewijs. Zij �, �0 : V ! Kn de coördinatenisomorfismen t.o.v. de basissen B
resp. B0, en zij �, �0 : W ! Km de coördinatenisomorfismen t.o.v. de basissen
C resp. C 0.

Uit Opmerking 4.2.4(ii) volgt dat Q�0(v) = �(v) voor alle v 2 V en
dat P�0(w) = �(w) voor alle w 2 W . Uit Opmerking 4.1.5(ii) volgt dat
A�(v) = �(f(v)) en A0�0(v) = �0(f(v)) voor alle v 2 V . Uit A�(v) = �(f(v))
volgt wegens de associativiteit van de matrixvermenigvuldiging dat

AQ�0(v) = P�0(f(v)), en dus (P�1AQ)�0(v) = �0(f(v)).

Bijgevolg is (P�1AQ)�0(v) = A0�0(v) voor alle v 2 V , en uit Lemma 4.1.7
volgt dat A0 = P�1AQ. ⇤

We kunnen deze formule ook inzien door het volgend commutatief dia-
gram te bekijken:

V W
f //V

Kn

�
0

⇤⇤

V

Kn

�

��

W

Km

�

⇤⇤

W

Km

�
0

��
Kn Kn

LQ // Kn Km
LA // Km Km

LP�1 //
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Opmerking 4.2.6. Zij f 2 End(V ), en zij Q de transitiematrix van de
basis B naar de basis B0. Dan krijgt de formule in Stelling 4.2.5 de gedaante
A0 = Q�1AQ.

Definitie 4.2.7. Zij A 2 Mn(K). De verzameling

{Q�1AQ | Q 2 GLn(K)}

noemt men de conjugatieklasse van A; de elementen van deze verzameling
zijn de geconjugeerden of toegevoegden van A.

Als A een matrixvoorstelling is van een lineaire operator f op een n-di-
mensionale K-vectorruimte V , dan bestaat een conjugatieklasse van A juist
uit alle mogelijke matrixvoorstellingen van f .

4.3 Determinanten

In deze sectie introduceren we een belangrijke afbeelding op Mn(K) met
waarden in K, namelijk de determinantafbeelding (of kortweg de determi-
nant). De determinantafbeelding op Mn(K) wordt volledig bepaald door
zijn eigenschappen; één van die eigenschappen is de multilineariteit in de
kolommen, een andere is de eis dat de determinant gelijk is aan nul als de
kolommen van de matrix lineair afhankelijk zijn. Deze twee eigenschappen
bepalen de determinant nog niet volledig, ze bepalen de determinant op een
veelvoud na. We zullen aantonen dat er een unieke afbeelding

D : Mn(K) ! K

bestaat die voldoet aan de volgende drie eigenschappen, waarbij we voor elke
matrix A 2 Mn(K) de notatie A = (A1, . . . , An) gebruiken, met A1, . . . , An

de kolommen van A.

(D1) D is multilineair in de kolommen van de matrices, i.e.

D(A1, . . . ,�Ai + µA0
i
, . . . , An) = �D(A1, . . . , Ai, . . . , An)

+ µD(A1, . . . , A
0
i
, . . . , An)

voor alle i 2 {1, . . . , n}, alle �, µ 2 K, en alle Ai, A0
i
2 Mn,1(K);

(D2) als de matrix A 2 Mn(K) twee opeenvolgende gelijke kolommen heeft,
dan is D(A) = 0;

(D3) D(In) = 1.
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In de loop van het bewijs zullen we de verzameling van permutaties van
{1, . . . , n} nodig hebben.

Definitie 4.3.1. Zij n 2 N \ {0}.

(i) Een permutatie van {1, . . . , n} is een bijectie � : {1, . . . , n} ! {1, . . . , n}.
De verzameling van alle permutaties van {1, . . . , n} noteren we als
Sym(n) of Sn.

(ii) We stellen een permutatie � vaak voor door de opeenvolgende beelden
�(1), . . . , �(n) tussen haakjes te plaatsen; we noteren dus � = (i1, . . . , in)
waarbij ik = �(k).

(iii) Zij � = (i1, . . . , in) een willekeurige permutatie. We kunnen steeds
(i1, . . . , in) omvormen in (1, . . . , n) door een aantal keer na elkaar twee
elementen van plaats te verwisselen. Als dit mogelijk is in k stappen,
dan definiëren we het teken of pariteit van de permutatie � als sgn(�) =
(�1)k; het teken is dus steeds 1 of �1.

Opmerking 4.3.2. (i) Het is mogelijk om op een heel aantal verschillende
manieren (i1, . . . , in) om te vormen in (1, . . . , n) door een aantal keer
twee elementen van plaats te verwisselen. Men kan aantonen dat het
echter niet mogelijk is om dit enerzijds te doen in een even aantal stap-
pen en anderzijds in een oneven aantal stappen. Hieruit volgt dat de
pariteit van een permutatie goed gedefinieerd is.

(ii) Als � een permutatie is van {1, . . . , n}, dan is ook de inverse afbeelding
��1 een permutatie van diezelfde verzameling. Bovendien is sgn(�) =
sgn(��1), want als � bekomen wordt door k keer na elkaar twee elemen-
ten van plaats te verwisselen, dan wordt ��1 bekomen door diezelfde k
verwisselingen uit te voeren in de omgekeerde volgorde.

We bekijken de verzameling Sn voor kleine waarden van n.

Voorbeeld 4.3.3. (1) Zij n = 2. Dan zijn er juist twee permutaties van de
verzameling A = {1, 2}, met name

�1 : A ! A :

(
1 7! 1

2 7! 2 ,

en

�2 : A ! A :

(
1 7! 2

2 7! 1 .

We noteren �1 = (1, 2) en �2 = (2, 1), het is duidelijk dat sgn(�1) =
(�1)0 = 1 en sgn(�2) = (�1)1 = �1.
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(2) Zij n = 3. Dan zijn er juist zes permutaties van de verzameling A =
{1, 2, 3}, met name

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1) .

Het is duidelijk dat sgn(1, 2, 3) = 1 en dat sgn(1, 3, 2) = sgn(2, 1, 3) =
sgn(3, 2, 1) = (�1)1 = �1. We bepalen sgn(2, 3, 1):

(2, 3, 1) ! (2, 1, 3) ! (1, 2, 3),

er geldt dus dat sgn(2, 3, 1) = (�1)2 = 1. Analoog is sgn(3, 1, 2) = 1.

Merk op dat |Sn| = n! = 1·2 · · ·n voor alle n 2 N\{0}. Men kan aantonen
dat Sn een groep is, met als bewerking de samenstelling van permutaties; de
groep Sn is niet-abels zodra n � 3.

We tonen aan dat er ten hoogste één afbeelding kan bestaan die aan de
eigenschappen (D1)–(D3) voldoet.

Stelling 4.3.4. Zij D : Mn(K) ! K een afbeelding die voldoet aan de eigen-
schappen (D1)–(D3).

(i) Als A 2 Mn(K) twee gelijke kolommen heeft, dan is D(A) = 0.

(ii) Stel A = (A1, . . . , An) 2 Mn(K), en zij � = (i1, . . . , in) een permutatie
van {1, . . . , n}. Dan is

D(Ai1 , . . . , Ain) = sgn(�)D(A).

(iii) Voor elke matrix A 2 Mn(K) geldt

D(A) =
X

�2Sn

sgn(�)a�(1),1 · · · a�(n),n . (4.2)

(iv) Voor alle A,B 2 Mn(K) geldt dat D(AB) = D(A)D(B).

In het bijzonder toont de formule (4.2) aan dat er ten hoogste één afbeelding
D kan bestaan die aan de eigenschappen (D1)–(D3) voldoet.

Bewijs. We leiden stap voor stap een aantal eigenschappen af uit de eigen-
schappen (D1)–(D3). Zij A = (A1, . . . , An) = (aij) 2 Mn(K).

(1) Uit (D2) volgt dat D(A1, . . . , Ak + Ak+1, Ak + Ak+1, . . . , An) = 0; door
nu (D1) toe te passen op het linkerlid van deze gelijkheid krijgen we

D(A1, . . . , Ak, Ak+1, . . . , An) = �D(A1, . . . , Ak+1, Ak, . . . , An).

Dus D verandert van teken als twee opeenvolgende kolommen verwisseld
worden.
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(2) Als Ai = Aj voor een i 6= j, dan isD(A) = 0: dit volgt uit het voorgaande
door kolommen te verwisselen tot de twee gelijke kolommen naast elkaar
staan. Dit toont reeds (i) aan.

(3) Uit het voorgaande punt volgt met een analoog argument als in punt (1)
dat D(A) van teken verandert als we twee willekeurige kolommen ver-
wisselen.

(4) Zij � = (i1, . . . , in) een permutatie van (1, . . . , n). Dan is

D(Ai1 , . . . , Ain) = ±D(A1, . . . , An) .

Door opeenvolgende verwisselingen van kolommen kan men (Ai1 , . . . , Ain)
omvormen in (A1, . . . , An). Bij elke verwisseling verandert het teken.
Deze verwisselingen zijn precies dezelfde verwisselingen als degene die
we nodig hebben om (i1, . . . , in) om te vormen in (1, . . . , n). Uit de
definitie van sgn(�) volgt dat dit teken gelijk is aan sgn(i1, . . . , in). We
vinden dus dat

D(Ai1 , . . . , Ain) = sgn(�)D(A) met � = (i1, . . . , in);

dit bewijst (ii).

(5) Stel B = (bij). Dan is C := AB 2 Mn(K) een matrix waarbij C =
(C1, . . . , Cn) is, met Ck = b1kA1 + · · · + bnkAn. Eigenschap (D1) geeft
dat

D(C1, . . . , Cn) =
X

i1,i2,...,in

bi1,1bi2,2 · · · bin,nD(Ai1 , . . . , Ain) ,

waarbij de ij onafhankelijk van elkaar lopen van 1 tot n. Als ik = i`,
dan bevat de matrix (Ai1 , . . . , Ain) twee gelijke kolommen en is dus
D(Ai1 , . . . , Ain) = 0. In de som komen dus enkel de termen voor met
� = (i1, . . . , in) een permutatie van {1, . . . , n}. Wanneer we (ii) toepas-
sen, bekomen we

D(C1, . . . , Cn) = D(A1, . . . , An)
X

�2Sn

sgn(�)b�(1),1 · · · b�(n),n ,

waarbij � loopt door de verzameling Sn van alle permutaties van {1, . . . , n}.
(6) Nemen we in (5) nu A = In, dan volgt uit (D3) dat D(A) = 1 en vinden

we met C = AB = B dat

D(B) =
X

�2Sn

sgn(�)b�(1),1 · · · b�(n),n ,

en dit bewijst de expliciete formule in (iii).
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(7) Uit (5) en (6) volgt dat voor C = AB geldt dat D(C) = D(A)D(B), en
dit bewijst (iv). ⇤

Definitie 4.3.5. Met det noteren we de afbeelding van Mn(K) naar K ge-
geven door formule (4.2), i.e.

det : Mn(K) ! K : A 7! det(A) :=
X

�2Sn

sgn(�)a�(1),1 · · · a�(n),n ;

we noemen deze afbeelding de determinantafbeelding of kortweg de determi-
nant. De scalair detA := det(A) 2 K noemen we dan de determinant van
de matrix A 2 Mn(K).

Opmerking 4.3.6. We hebben op dit moment nog niet bewezen dat deze
afbeelding det voldoet aan de eigenschappen (D1)–(D3). We zouden dit nu
rechtstreeks kunnen aantonen (en het is een interessante oefening om dit te
doen), maar in plaats daarvan zullen we straks een andere constructie geven
van de determinant, waaruit we dan zullen kunnen afleiden dat det inderdaad
voldoet aan (D1)–(D3). Zie Constructie 4.3.8 verderop.

Voor we verder gaan geven we wat toelichting bij de definitie van de
determinant.

Voorbeeld 4.3.7. Als voorbeeld berekenen we wat de determinant van een
willekeurige 2⇥ 2-matrix en 3⇥ 3-matrix is.

(1) Zij A = (aij) 2 M2(K). Uit Voorbeeld 4.3.3 weten we dat S2 =
{(1, 2), (2, 1)} met sgn(1, 2) = 1 en sgn(2, 1) = �1. Bijgevolg is

detA =
X

�2{(12),(21)}

sgn(�) a�(1),1 a�(2),2 = a11a22 � a21a12.

(2) Zij A = (aij) 2 M3(K). Uit Voorbeeld 4.3.3 weten we dat

S3 = {(1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (1, 3, 2), (3, 2, 1), (2, 1, 3)}

met

sgn(1, 2, 3) = sgn(2, 3, 1) = sgn(3, 1, 2) = 1 en

sgn(1, 3, 2) = sgn(3, 2, 1) = sgn(2, 1, 3) = �1.

Er volgt dat

detA =
X

�2S3

sgn(�)a�(1)1a�(2)2a�(3)3
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= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23
� a11a32a23 � a31a22a13 � a21a12a33.

Deze formule voor de determinant van een 3 ⇥ 3-matrix wordt ook wel
de regel van Sarrus genoemd.

In de praktijk zullen we zelden gebruik maken van formule (4.2). Een
gebruiksvriendelijkere methode om de determinant van een matrix te be-
palen is de matrix te ontwikkelen naar een rij of naar een kolom. In de
onderstaande constructie construeren we een afbeelding D : Mn(K) ! K;
we zullen verifiëren dat deze afbeelding voldoet aan (D1)–(D3).

Constructie 4.3.8. We construeren de afbeelding D : Mn(K) ! K recur-
sief. We definiëren D voor M1(K) = K, nemen aan dat D geconstrueerd is
voor Mn�1(K) en geven een formule om D op Mn(K) te bepalen in functie
van D voor matrices in Mn�1(K).

• Voor 1⇥ 1-matrices is D(a) := a.

• We definiëren de (n � 1) ⇥ (n � 1)-matrix Aij als de matrix bekomen
door in A de i-de rij en de j-de kolom te schrappen:

Aij :=

0

BBBBBBBB@

a1,1 · · · a1,j�1 a1,j+1 · · · a1,n
...

...
...

...
ai�1,1 · · · ai�1,j�1 ai�1,j+1 · · · a

i�1,n

ai+1,1 · · · ai+1,j�1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n
...

...
...

...
an,1 · · · an,j�1 an,j+1 · · · an,n

1

CCCCCCCCA

• We nemen aan dat D gedefinieerd is voor (n � 1) ⇥ (n � 1) matrices;
dan definiëren we, voor een vast gekozen k 2 {1, . . . , n},

D(A) =
nX

i=1

(�1)k+iakiD(Aki). (4.3)

We zeggen dat we ontwikkelen naar de k-de rij.

Lemma 4.3.9. Voor iedere k 2 {1, . . . , n} is de afbeelding D : Mn(K) ! K
gedefinieerd in Constructie 4.3.8 gelijk aan de determinantafbeelding. We
kunnen dus de determinant van een matrix A bepalen door te ontwikkelen
naar de k-de rij, i.e.

det(A) =
nX

i=1

(�1)k+iaki det(Aki).
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Bewijs. We bewijzen per inductie op n dat D voldoet aan (D1), (D2) en
(D3). Het is duidelijk dat dit geldt voor n = 1. We veronderstellen dus dat
(D1), (D2) en (D3) gelden voor iedere matrix in Mn�1(K) en tonen aan dat
dit ook zo is voor Mn(K).

(1) We tonen aan datD(A) lineair afhangt van de `-de kolom, voor elke `, i.e.

D(

Cz }| {
A1, . . . ,�A` + µA0

`
, . . . , An)

= �D(A1, . . . , A`, . . . , An| {z }
B

) + µD(A1, . . . , A
0
`
, . . . , An| {z }

B0

).

Stel C = (cij), B = (bij) en B0 = (b0
ij
). Zij nu j 2 {1, . . . , n}. Als j 6= `,

dan is wegens de inductiehypothese

D(Ckj) = �D(Bkj) + µD(B0
kj
),

terwijl ckj = bkj = b0
kj
. Voor j = ` is Ck` = Bk` = B0

k`
, terwijl de

coë�ciënt ck` gelijk is aan

ck` = �bk` + µb0
k`
.

Bijgevolg is
ckjD(Ckj) = �bkjD(Bkj) + µb0

kj
D(B0

kj
)

voor elke j 2 {1, . . . , n}; uit de formule (4.3) volgt nu dat de afbeelding
D lineair is in de kolommen.

(2) Onderstel dat twee opeenvolgende kolommen van A gelijk zijn, A` =
A`+1. Voor j 6= `, ` + 1 hebben de matrices Akj twee gelijke kolommen,
dus is, wegens de inductiehypothese, D(Akj) gelijk aan 0. De matrices
Ak,` en Ak,`+1 zijn gelijk, dus ook D(Ak,`) = D(Ak,`+1). In de ontwikke-
ling naar de k-de rij komen D(Ak,`) en D(Ak,`+1) voor met tegengesteld
teken. Deze feiten samen tonen aan dat D(A) = 0.

(3) Als A = In dan is akj = 0 voor alle j 6= k, dus D(A) = akkD(Akk).
We hebben akk = 1, en wegens de inductiehypothese is ook D(Akk) =
D(In�1) = 1, dus D(A) = 1.

Dit toont aan dat D voldoet aan (D1), (D2) en (D3). Uit Stelling 4.3.4(iii)
volgt nu dat D(A) = det(A) voor alle A 2 Mn(K). ⇤
Definitie 4.3.10. (i) De (i, j)-de minor van A is gedefinieerd als det(Aij),

waar Aij 2 Mn�1(K) de matrix is bekomen door in A de i-de rij en
de j-de kolom te schrappen. De (i, j)-de minor met zijn teken ↵ij =
(�1)i+j detAij noemt men de cofactor van het element aij uit A.
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(ii) We definiëren de adjunct van een matrix A 2 Mn(K) als

adj(A) :=

0

BBB@

↵11 ↵21 · · · ↵n1

↵12 ↵22 · · · ↵n2
...

...
...

...
↵1n ↵2n · · · ↵nn

1

CCCA
,

of dus adj(A) = (↵ij)t. (Bemerk het transponeren.)

De determinant heeft de volgende eigenschappen die we hier nog even
verzamelen; de meeste van deze eigenschappen hebben we al eerder ontmoet.
In de oefeningen kunnen deze het rekenwerk heel wat vereenvoudigen.

Lemma 4.3.11. Zij A,B 2 Mn(K) twee willekeurige n⇥n-matrices. Noteer
de kolommen van A als A1, . . . , An. Dan geldt:

(i) detAt = detA.

(ii) det(AB) = detA · detB = det(BA).

(iii) det(A1, . . . ,�Ai + µA0
i
, . . . , An) = � det(A1, . . . , Ai, . . . , An)

+ µ det(A1, . . . , A
0
i
, . . . , An)

voor alle i 2 {1, . . . , n}, alle �, µ 2 K, en alle Ai, A0
i
2 Mn,1(K).

(iv) det(Ai1 , . . . , Ain) = sgn(i1, . . . , in) det(A1, . . . , An).

(v) Als twee willekeurige kolommen van A gelijk zijn is detA = 0.

(vi) det(A1, . . . , An) = det(A1, . . . , Ai + �Ak, . . . , An) voor alle � 2 K en
alle k 6= i.

(vii) We kunnen de determinant van een matrix A bepalen door te ontwik-
kelen naar de k-de kolom, i.e.

det(A) =
nX

i=1

(�1)i+kaik det(Aik).

De eigenschappen (iii)–(vi) zijn ook geldig voor rijen in plaats van kolommen.

Bewijs. Stel C = (cij) = At; dan is

detA =
X

�2Sn

sgn(�)a�(1),1 · · · a�(n),n =
X

�2Sn

sgn(�)c1,�(1) · · · cn,�(n)

=
X

�2Sn

sgn(�)c��1(1),1 · · · c��1(n),n =
X

⌧2Sn

sgn(⌧�1)c⌧(1),1 · · · c⌧(n),n
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=
X

⌧2Sn

sgn(⌧)c⌧(1),1 · · · c⌧(n),n = detAt ,

waarbij we gebruik gemaakt hebben van Opmerking 4.3.2(ii). Dit bewijst (i).
Eigenschap (iii) is precies eigenschap (D1). Eigenschappen (ii), (iv) en (v)
zijn reeds vermeld in Stelling 4.3.4. Eigenschap (vi) volgt uit eigenschap-
pen (iii) en (v). Uit het feit dat detA = detAt volgt ten slotte dat deze
eigenschappen ook geldig zijn wanneer men rijen in plaats van kolommen
beschouwt. ⇤

Met behulp van de determinant kunnen we enkele karakterisaties van
inverteerbare matrices bewijzen.

Stelling 4.3.12. Zij A 2 Mn(K); dan zijn de volgende eigenschappen equi-
valent:

(a) detA 6= 0;

(b) rkA = n;

(c) A 2 GLn(K).

Bewijs. We zullen aantonen dat (a) ) (b) ) (c) ) (a).
Zij A = (A1, . . . , An), we tonen (a) ) (b) aan uit het ongerijmde. Als

rk(A) 6= n, dan zijn de kolommen van A lineair afhankelijk. Er is dus een
eerste kolom, stel Ak, die een lineaire combinatie is van de voorgaande ko-
lommen. Dus Ak = �1A1 + · · · + �k�1Ak�1. Vervangen we Ak door deze
lineaire combinatie, dan vinden we

detA = �1 det(A1, . . . , Ak�1, A1, Ak+1, . . . , An) + · · ·
+ �k�1 det(A1, . . . , Ak�1, Ak�1, Ak+1, . . . , An) = 0 ;

de matrices in elke term hebben immers twee gelijke kolommen. Uit (a) volgt
dus (b).

Als rkA = n, dan zijn de kolommen van A lineair onafhankelijk en vor-
men ze een basis voor de kolommenruimte Kn. De standaardbasisvectoren
e1, . . . en zijn dus lineaire combinaties van de kolommen van A. Dus

In =
�P

bi1Ai, . . . ,
P

binAi

�
= AB .

Ook is rkAt = n, zodat om dezelfde reden een matrix C bestaat zodat
In = AtC, of dus In = CtA. Hieruit volgt dan dat

Ct = CtIn = Ct(AB) = (CtA)B = InB = B,
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en dus is zowel AB = In als BA = In. We besluiten dat A inverteerbaar is
(met inverse B); uit (b) volgt dus (c).

Veronderstel nu dat (c) geldt; dan is

1 = det In = det(AA�1) = detA · detA�1 ,

waaruit volgt dat detA 6= 0. Dus (c) impliceert (a). ⇤

We vinden nu ook een expliciete formule om het inverse van een matrix
te berekenen.

Stelling 4.3.13. (i) Voor alle A 2 Mn(K) is A adj(A) = adj(A)A =
(detA)In.

(ii) Voor alle A 2 GLn(K) is A�1 = (detA)�1 adj(A).

Bewijs. (i) Het i-de diagonaalelement van A adj(A) is gelijk aan

�
ai1 ai2 · · · ain

�

0

BBB@

↵i1

↵i2
...
↵in

1

CCCA

= (�1)i+1ai1 detAi1 + · · ·+ (�1)i+nain detAin ;

dit is de ontwikkeling van A naar de i-de rij en is dus gelijk aan detA.
Analoog vinden we dat het i-de diagonaal element van adj(A)A gelijk
is aan de ontwikkeling van A naar de i-de kolom, dus ook gelijk is aan
detA.
We bekijken vervolgens de niet-diagonaal elementen van A adj(A) en
adj(A)A. Stel dus j 6= k, en beschouw het (j, k)-de element van
A adj(A). Definieer de matrix Ã bekomen uit A door de k-de rij van
A te vervangen door de j-de rij van A. De matrix Ã heeft twee gelijke
rijen en det Ã is dus gelijk aan nul. Dit impliceert dat de ontwikkeling
naar de k-de rij

(�1)k+1ãk1 det Ãk1 + · · ·+ (�1)k+nãkn det Ãkn = 0 .

Nu is ãki = aji en det Ãki = detAki voor alle i = 1, . . . , n, en dus

(A adj(A))jk = (�1)k+1aj1 detAk1 + · · ·+ (�1)k+najn detAkn = 0 .

Analoog toont men aan dat (adj(A)A)jk = 0 als k 6= j.
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(ii) Als A 2 GLn(K), dan impliceert Stelling 4.3.12 dat detA 6= 0, en uit
(i) vinden we dat

A�1 = (detA)�1 adj(A) . ⇤

We geven nog een ander gevolg mee van Stelling 4.3.12.

Definitie 4.3.14. Zij A 2 Matm,n(K), en zij k  min{m,n}. Een k ⇥ k-
minor van A is de determinant van een k ⇥ k-deelmatrix die we verkrijgen
door het schrappen van m� k rijen en n� k kolommen uit A.

Gevolg 4.3.15. Zij A 2 Matm,n(K), en k  min{m,n}. Dan is rk(A) � k
als en slechts als er een k ⇥ k-minor van A is die verschillend is van 0.

Bewijs. Veronderstel eerst dat rk(A) < k. Dan vormen elke k rijen van A een
lineair afhankelijke verzameling. In het bijzonder heeft elke k⇥ k-deelmatrix
k afhankelijke rijen, en dus heeft een dergelijke deelmatrix rang kleiner dan k.
Uit Stelling 4.3.12 volgt nu onmiddellijk dat elke k⇥ k-minor gelijk is aan 0.

Veronderstel nu dat rk(A) � k. Kies k rijen R1, . . . , Rk uit A zodat de
k ⇥ n-matrix B gevormd door de rijen R1, . . . , Rk rang k heeft. Omdat B
nu ook kolomrang k heeft (zie Stelling 2.5.2), kunnen we in B nu ook k
kolommen C1, . . . , Ck vinden zodat de matrix C gevormd door de kolommen
C1, . . . , Ck rang k heeft. Nu is C een k ⇥ k-matrix met rang k, en opnieuw
uit Stelling 4.3.12 besluiten we dat detC een k ⇥ k-minor is verschillend
van 0. ⇤
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5 Lineaire operatoren

De doelstelling van dit hoofdstuk is om voor een gegeven lineaire operator
een “goede” matrixvoorstelling te vinden die ons in staat stelt om deze ope-
rator beter te begrijpen. Dit is zowel voor theoretische als voor praktische
doeleinden zeer belangrijk.

5.1 De karakteristieke veelterm van een line-
aire operator

We willen onze voorgaande studie van determinanten van matrices nu toepas-
sen op de studie van lineaire operatoren. Een belangrijke eerste vaststelling is
dat het zinvol is om te spreken van de determinant van een lineaire operator,
zoals we nu nagaan.

Lemma 5.1.1. Zij V een eindig-dimensionale K-vectorruimte en f 2 End(V ).
Beschouw twee matrixvoorstellingen A en B van f ten opzichte van verschil-
lende basissen van V . Dan is detA = detB.

Bewijs. Uit Stelling 4.2.5 weten we dat B toegevoegd is aan A, m.a.w. er
bestaat een P 2 GLn(K) zodat B = P�1AP . Uit Lemma 4.3.11 volgt dan
dat

detB = det(P�1AP ) = detP�1 · detA · detP
= detA · detP�1 · detP = detA · det(P�1P ) = detA . ⇤

Bijgevolg kunnen we de determinant van een lineaire operator als volgt
definiëren:

Definitie 5.1.2. Zij V een eindig-dimensionale K-vectorruimte, en zij f 2
End(V ). Dan definiëren we det f := detA waarbij A een matrixvoorstelling
van f t.o.v. een willekeurige basis is.

Tot nog toe hebben we enkel matrices over een veld K beschouwd. We
kunnen echter ook matrices beschouwen waarvan de elementen veeltermen in
K[x] zijn. In Lemma 1.2.2 hebben we aangetoond dat de verzameling K[x]
een commutatieve ring is.
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Definitie 5.1.3. Zij K een willekeurig veld, en zij K[x] de veeltermenring
over K. Dan definiëren we de verzameling van alle m⇥n-matrices over K[x]
als

Mm,n(K[x]) =
�
(pij(x)) | pij(x) 2 K[x] voor i = 1, . . . ,m en j = 1, . . . , n

 
.

We noteren ook Mn(K[x]) = Mn,n(K[x]). We definiëren de optelling, scalaire
vermenigvuldiging en vermenigvuldiging van matrices over K[x] net zoals in
Definitie 1.3.4 (waar we K vervangen door K[x]).

Het is een gemakkelijke oefening om na te gaan dat alle eigenschappen
voor matrices over K opgesomd in Lemma 1.3.6 ook gelden voor matrices
over K[x]. In het bijzonder is Mn(K[x]) een ring. Men moet wel voorzichtig
zijn met het gebruik van latere resultaten die we bewezen hebben voor ma-
trices over velden; deze zijn niet altijd veralgemeenbaar naar matrices over
Mn(K[x]). In het bijzonder kan men de resultaten in verband met inverteer-
baarheid van matrices over een veld K niet zomaar overnemen voor matrices
over K[x], aangezien elementen in K[x] zelf niet inverteerbaar zijn (K[x] is
geen veld).

We kunnen wel nagaan dat Stelling 4.3.4, Lemma 4.3.9, Lemma 4.3.11
en Stelling 4.3.13(i) geldig blijven voor matrices over K[x]. De determinant
van een vierkante matrix over K[x] is dus uniek gedefinieerd als

det : Mn(K[x]) ! K[x] : (pij(x)) 7!
X

�2Sn

sgn(�)p�(1),1(x) · · · p�(n),n(x).

We kunnen dus ook de adjunct matrix van een matrix over K[x] bepalen, en
er blijft gelden dat A adj(A) = det(A)In voor alle A 2 Mn(K[x]).

We komen nu tot het belangrijke begrip van de karakteristieke veelterm
van een lineaire operator.

Lemma 5.1.4. Zij V een eindig-dimensionale vectorruimte over een veld
K, en zij f 2 EndK(V ) een lineaire operator, met matrixvoorstelling A (ten
opzichte van een willekeurige basis voor V ). Dan is

�f (x) := det(xIn � A) 2 K[x]

een monische veelterm van graad n in de variabele x, en deze veelterm hangt
niet af van de keuze van de basis voor V .

Bewijs. Zij A een matrixvoorstelling van f ; dan is xIn �A een n⇥n-matrix
over K[x]. Merk op dat de variabele x enkel voorkomt op de diagonaal van
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de matrix xIn �A. Stellen we nu B = xIn �A in de formule (4.2), dan zien
we dat in elke term van deze formule één element van elke rij en elke kolom
van B voorkomt, waarbij elke term van deze formule een element is van K[x].
Vermits x enkel voorkomt in de elementen op de diagonaal van B, is er maar
één term van graad n, namelijk

b11 · · · bnn = (x� a11) · · · (x� ann) .

Hieruit volgt dat �f (x) een veelterm van graad n is en dat deze veelterm
monisch is.

Zij nu A0 een andere matrixvoorstelling voor f ; dan is A0 = P�1AP met
P 2 GLn(K), en dus

det(xIn � A) = det(P�1(xIn � A)P )

= det(xIn � P�1AP ) = det(xIn � A0) . ⇤
Definitie 5.1.5. (i) Zij f : V ! V een lineaire operator op een eindig-di-

mensionale vectorruimte V over K. De veelterm �f (x) gedefinieerd in
Lemma 5.1.4 noemt men de karakteristieke veelterm van f .

(ii) Zij A 2 Mn(K). De veelterm �A(x) := det(xIn � A) 2 K[x] noemt
men de karakteristieke veelterm van de matrix A. De karakteristieke
veelterm van de matrix A is dus gelijk aan de karakteristieke veelterm
van de lineaire operator LA : Kn ! Kn.

(iii) Als �(x) de karakteristieke veelterm is van een lineaire operator (resp.
van een matrix), dan noemen we de vergelijking �(x) = 0 de karakte-
ristieke vergelijking van de lineaire operator (resp. van de matrix).

Lemma 5.1.6. Zij A = (aij) 2 Mn(K) met karakteristieke veelterm

�A(x) = xn + cn�1x
n�1 + cn�2x

n�2 + · · ·+ c1x+ c0.

Dan is c0 = (�1)n detA en cn�1 = �
P

n

i=1 aii.

Bewijs. Door de gelijkheid

�A(x) = det(xIn � A) = xn + cn�1x
n�1 + cn�2x

n�2 + · · ·+ c1x+ c0

te beschouwen voor x = 0 bekomen we c0 = det(�A) = (�1)n detA.
Om in te zien dat cn�1 = �

P
n

i=1 aii stellen we opnieuw B = xIn � A in
de formule (4.2). Vermits x enkel voorkomt in de elementen op de diagonaal
van B, is er maar één term van graad � n� 1, namelijk

b11 · · · bnn = (x� a11) · · · (x� ann) ;

hieruit volgt dat cn�1 gelijk is aan de coë�ciënt bij xn�1 in deze uitdrukking,
en dus cn�1 = �(a11 + · · ·+ ann). ⇤
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Definitie 5.1.7. De som van de diagonaalelementen van een vierkante ma-
trix A noemt men het spoor van A; we noteren tr(A) = a11 + · · ·+ ann.

Er volgt dat het spoor van geconjugeerde matrices gelijk is. Dit kan
men ook inzien door na te rekenen dat voor alle C,D 2 Mn(K) geldt dat
tr(CD) = tr(DC).

Opmerking 5.1.8. In het algemeen is tr(CD) niet gelijk aan tr(C) tr(D).

5.2 Eigenwaarden en eigenvectoren

Een essentieel begrip in de theorie van de lineaire operatoren is het begrip
van een eigenvector.

Definitie 5.2.1. Zij V een K-vectorruimte en f : V ! V een lineaire ope-
rator.

(i) Een niet-nul element 0 6= v 2 V is een eigenvector van f als f(v) = �v
voor een � 2 K.

(ii) Zij 0 6= v 2 V een eigenvector van f met f(v) = �v. Dan is � een
eigenwaarde van f .

(iii) Zij � een eigenwaarde van f . Dan is ker(�1V �f) de eigenruimte van
f bij de eigenwaarde �.

We beschouwen voor elke A 2 Mn(K) de operator LA : Kn ! Kn. Als we
bovenstaande definitie toepassen op deze operator, bekomen we de volgende
definitie voor de eigenwaarden en eigenvectoren van een matrix.

Definitie 5.2.2. Zij A 2 Mn(K) een n⇥ n-matrix over K.

(i) Een niet-nul element 0 6= v 2 Kn is een (rechtse1) eigenvector van A
als Av = �v voor een � 2 K.

(ii) Zij 0 6= v 2 Kn een eigenvector van A met Av = �v. Dan is � een
eigenwaarde van A.

(iii) Zij � een eigenwaarde van A. Dan is

kerL(�In�A) = {w 2 Kn | (�In � A)w = 0}

de eigenruimte van A bij de eigenwaarde �.
1We kunnen ook linkse eigenvectoren definiëren door A te beschouwen als een lineaire

operator op de rijruimte Kn via rechtse vermenigvuldiging; de linkse eigenvectoren van A
zijn dus de (getransponeerde van) de rechtse eigenvectoren van At.
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Opmerking 5.2.3. Stel dat � een eigenwaarde van f is. Dan is de ei-
genruimte van f bij � de unie van de verzameling van alle eigenvectoren
bijhorende bij � en de nulvector 0 2 V (die per definitie geen eigenvector is).
We gaan dit gemakkelijk na:

ker(�1V �f) = {v 2 V | (�1V �f)v = 0}
= {v 2 V | f(v) = �v}
= {0} [ {v 2 V \ {0} | f(v) = �v}.

Voorbeelden 5.2.4. (1) Zij A = diag(�1, . . . ,�n) 2 Mn(K). De elementen
van de standaardbasis e1, . . . , en van Kn zijn eigenvectoren van A met
respectieve eigenwaarden �1, . . . ,�n.

(2) Op de eindig-dimensionale ruimte Kn voor n 2 N heeft de shiftoperator

S : Kn ! Kn : (a1, . . . , an)
t 7! (0, a1, . . . , an�1)

t

eigenvectoren. De vectoren (0, . . . , 0, an)t zijn eigenvectoren met bijho-
rende eigenwaarde 0 als an 6= 0.

We bespreken een methode om voor een lineaire operator f op een eindig-
dimensionale vectorruimte V (of matrix A 2 Mn(K)) alle eigenwaarden en
eigenvectoren te bepalen.

In Definitie 5.1.5 hebben we de karakteristieke veelterm van een lineaire
operator f en van een matrix ingevoerd. We bewijzen nu een zeer handig
criterium om te bepalen welke elementen van K eigenwaarden bijhorend bij
f zijn.

Stelling 5.2.5. (i) Zij A 2 Mn(K). Een scalair � 2 K is een eigenwaarde
van A als en slechts als �A(�) = det(�In � A) = 0.

(ii) Zij V een n-dimensionale K-vectorruimte en f : V ! V een lineaire
operator. Een scalair � 2 K is een eigenwaarde van f als en slechts als
�f (�) = det(�1�f) = 0.

Bewijs. (i) Een element � 2 K is een eigenwaarde van A als en slechts als
er een v 2 Kn \ {0} bestaat waarvoor (�In �A)v = 0 2 Kn, of nog, als
en slechts als het homogeen n⇥ n-stelsel (�In � A)X = 0 een niet-nul
oplossing heeft, waarbij X een kolomvector is met n onbekenden.
Uit Stelling 2.5.14(ii) volgt dat (�In � A)X = 0 een niet-nul oplossing
heeft als en slechts als rk(�In � A) < n. Wegens Stelling 4.3.12 is dit
op zijn beurt equivalent met det(�In � A) = 0.
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(ii) Zij B een willekeurige basis van V met bijhorend coördinatenisomor-
fisme � : V ! Kn, en zij A de matrixvoorstelling van f t.o.v. B. Uit
Opmerking 4.1.5(ii) volgt dat A�(v) = �(f(v)) voor alle v 2 V . Dan
gelden volgende equivalenties, met v 2 V en � 2 K:

f(v) = �v () �(f(v)) = ��(v) () A�(v) = ��(v).

Met andere woorden, v 2 V is een eigenvector van f met eigenwaarde
� als en slechts als �(v) een eigenvector is van A met eigenwaarde �.
Dus � is een eigenwaarde van f als en slechts als het een eigenwaarde
van A is. Wegens (i) is � een eigenwaarde van f als en slechts als
det(�1�f) = det(�In � A) = 0. ⇤

Gevolg 5.2.6. Een lineaire operator f op een n-dimensionale K-vector-
ruimte V (of een matrix A 2 Mn(K)) heeft hoogstens n eigenwaarden.

Bewijs. De veelterm �f (x) (resp. �A(x)), die van graad n is, kan hoogstens
n wortels hebben in K. ⇤

Constructie 5.2.7. Met behulp van de vorige stelling kunnen we nu een
methode opstellen om alle eigenwaarden met bijhorende eigenvectoren van
een matrix A 2 Mn(K) te bepalen:

(1) Bepaal de karakteristieke veelterm �A(x).

(2) Los de vergelijking �A(x) = 0 op met x 2 K. Er zijn maar eindig veel op-
lossingen �1, . . . ,�s van deze vergelijking in K, dit zijn de eigenwaarden
van A in K.

(3) Bepaal voor elke �i, i = 1, . . . , s, de eigenruimte

{w 2 Kn | (�iIn � A)w = 0 2 Kn}.

Opmerking 5.2.8. De eerste stap van Constructie 5.2.7 kan men uitvoeren
door de determinant van een matrix te berekenen; dit kan men steeds (met de
nodige rekentijd) doen door bijvoorbeeld te ontwikkelen naar een geschikte rij
of kolom. De derde stap komt neer op het oplossen van een lineair stelsel; dit
kan men steeds (met de nodige rekentijd) doen door bijvoorbeeld rijreductie
naar de echelonvorm uit te voeren.

De enige stap waarvoor we geen methode besproken hebben is de tweede
stap, namelijk het bepalen van de wortels van een veelterm in één variabele
van graad n. Als we werken in 2- of 3-dimensionale ruimten is het steeds mo-
gelijk om alle oplossingen van de karakteristieke veelterm te berekenen. Voor
hogere dimensies zijn er niet altijd algemene oplossingsmethoden bekend; het
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zoeken naar oplossingsmethoden voor veeltermen van hogere graad heeft tot
de ontwikkeling van heel wat algebräısche theorieën geleid. Zo kan men bij-
voorbeeld bewijzen dat er (in zekere zin) geen algemene oplossingsmethode
kan bestaan voor het bepalen van de oplossingen van veeltermvergelijkingen
van graad 5 of hoger. De bespreking van dit probleem (over een willekeurig
veld) is voor de wiskundigen onderwerp van de cursus “Algebra II”.

5.3 Diagonaliseren van operatoren

We passen nu de theorie van de eigenwaarden en eigenvectoren toe om een ge-
geven lineaire operator f in een zo eenvoudig mogelijke gedaante te brengen.
In het ideale geval kunnen we een basis vinden zodat de matrix van f een
diagonaalmatrix is; we noemen de operator in dat geval diagonaliseerbaar.

Het diagonaliseren van matrices is in concrete toepassingen van uiter-
mate groot belang. Een operator wordt vaak gegeven als een welbepaalde
matrix, bijvoorbeeld bekomen door het uitvoeren van experimenten, en het
diagonaliseren ervan (indien dit mogelijk is) zet de operator om in een zeer
begrijpelijke en interpreteerbare gedaante: het geeft voor elke basisvector
een “expansie- of contractiefactor” weer, zodat het gemakkelijk te visualise-
ren valt wat het e↵ect is van het toepassen van de operator.

Stelling 5.3.1. Een lineaire operator f op een eindig-dimensionale K-vec-
torruimte heeft een diagonaalmatrix als matrixvoorstelling als en slechts als
V een basis heeft bestaande uit eigenvectoren voor f .

Bewijs. Stel dat f ten opzichte van de basis B = {b1, . . . , bn} als matrixvoor-
stelling een diagonaalmatrix A = diag(�1, . . . ,�n) heeft; dan is, voor alle
1  i  n,

f(bi) = 0b1 + · · ·+ 0bi�1 + �ibi + 0bi+1 + · · ·+ 0bn = �ibi.

Dus B is een basis van V bestaande uit eigenvectoren van f .
Zij omgekeerd B = {b1, . . . , bn} een basis van eigenvectoren voor de ope-

rator f 2 End(V ). Uit f(bi) = �ibi volgt dat de matrixvoorstelling van f ten
opzichte van B een diagonaalmatrix is. ⇤

Definitie 5.3.2. (i) Een operator f op een eindig-dimensionale vector-
ruimte V is diagonaliseerbaar als er een matrixvoorstelling van f is
die een diagonaalmatrix is.

(ii) Een matrix A 2 Mn(K) is diagonaliseerbaar als de lineaire operator
LA : Kn ! Kn diagonaliseerbaar is.
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Lemma 5.3.3. Een matrix A 2 Mn(K) is diagonaliseerbaar als en slechts
als er een matrix P 2 GLn(K) bestaat zodat P�1AP een diagonaalmatrix is.

Bewijs. Veronderstel eerst dat A (en dus LA) diagonaliseerbaar is. Dan be-
staat er een basis B = {b1, . . . , bn} bestaande uit eigenvectoren. Zij P =
(b1, . . . , bn). Dan geldt AP = (�1b1, . . . ,�nbn) = (b1, . . . , bn)·diag(�1, . . . ,�n).
Bijgevolg is P�1AP = diag(�1, . . . ,�n).

Veronderstel omgekeerd dat er een P 2 GLn(K) is zodat P�1AP een dia-
gonaalmatrix diag(�1, . . . ,�n) is, en beschouw de basis B = {Pe1, . . . , P en}
van Kn. Zij bi := Pei. Dan geldt P�1A(b1, . . . , bn) = diag(�1, . . . ,�n). Dus
A(b1, . . . , bn) = P diag(�1, . . . ,�n). Het is dan duidelijk dat de matrix van
LA ten opzichte van de basis B dan precies de diagonaalmatrix P�1AP is.

⇤

Stelling 5.3.4. Zij V een n-dimensionale vectorruimte, en zij f 2 End(V ).

(i) De eigenvectoren van f die horen bij verschillende eigenwaarden, zijn
lineair onafhankelijk van elkaar.

(ii) Als f precies n verschillende eigenwaarden heeft, dan is f diagonali-
seerbaar.

(iii) Als f diagonaliseerbaar is, dan is V de directe som van de eigenruimten
van f horende bij de verschillende eigenwaarden van f .

Bewijs. (i) Zij {vi}i2I een verzameling van eigenvectoren van een operator
f met f(vi) = �ivi waarbij alle �i verschillend zijn. We redeneren uit
het ongerijmde. Als {vi}i2I lineair afhankelijk is, dan is er een lineaire
combinatie

a1v1 + · · ·+ a`v` = 0 , (5.1)

met ` minimaal zodat alle termen ongelijk zijn aan nul. We nemen het
beeld van het linkerlid onder f , en we bekomen

f(a1v1 + · · ·+ a`v`) = a1�1v1 + · · ·+ a`�`v` = 0 . (5.2)

Vermenigvuldig vergelijking (5.1) met �1 en trek deze af van vergelij-
king (5.2); dan is

a2(�2 � �1)v2 + . . .+ a`(�` � �1)v` = 0 .

Vermits alle ai 6= 0 en voor alle i = 2, . . . , `, (�i � �1) 6= 0, bekomen we
een lineaire combinatie met minder dan ` termen die ook nul is. Dit is
een tegenspraak met de keuze van `.
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(ii) Aangezien er n verschillende eigenwaarden zijn voor f , volgt er uit (i)
dat er n lineair onafhankelijke eigenvectoren zijn voor f . Een lineair
onafhankelijke verzameling met n elementen is een basis voor V . Uit
Stelling 5.3.1 volgt nu het gestelde.

(iii) Veronderstel dat �1, . . . ,�` de verschillende eigenwaarden van f zijn.
Aangezien f diagonaliseerbaar is, is er een basis B = {v1, . . . , vn} van
V zodat de matrix A van f een diagonaalmatrix is, waarbij de elementen
op de diagonaal van A precies de eigenwaarden van f zijn. We ordenen
de basis B zodanig dat de eigenwaarden gegroepeerd staan:

A = diag
�
�1, . . . ,�1| {z }

n1 keer

, . . . ,�`, . . . ,�`| {z }
n` keer

�
.

Stel nu m1 = 0 en mi = n1 + · · ·+ ni�1 voor elke i 2 {2, . . . , `}; dan is
de eigenruimte Vi behorende bij de eigenwaarde �i gelijk aan

Vi = hvmi+1, . . . , vmi+nii ,

en duidelijkerwijze is nu

V = V1 � V2 � · · ·� V` . ⇤

Niet alle lineaire operatoren zijn diagonaliseerbaar. We werken twee voor-
beelden uit van matrices over R die niet diagonaliseerbaar zijn, en een voor-
beeld van een matrix die wel diagonaliseerbaar is:

Voorbeelden 5.3.5. (1) Beschouw de matrix

A =

0

@
1 0 0
0 0 1
0 1 0

1

A 2 M3(R).

De karakteristieke vergelijking van A is

�A(x) = (x� 1)(x2 � 1) = (x� 1)2(x+ 1);

deze heeft twee oplossingen, namelijk 1 en �1, waarbij 1 multipliciteit
2 heeft. We hebben dus twee verschillende eigenwaarden �1 = 1 en
�2 = �1. De eigenruimte bij �1 = 1 is gelijk aan {(r, s, s)t | r, s 2 R},
de eigenruimte bij �2 = �1 is gelijk aan {(0, r,�r)t | r 2 R}. We vinden
dus dat

B =

8
<

:

0

@
1
0
0

1

A ,

0

@
0
1
1

1

A ,

0

@
0
1
�1

1

A

9
=

;
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een basis van R3 is die bestaat uit eigenvectoren. Bijgevolg is A diago-
naliseerbaar; de matrixvoorstelling van LA : R3 ! R3 : v 7! Av t.o.v. B
is diag(1, 1,�1).

(2) Beschouw de matrix

B =

0

@
1 0 0
0 �1 0
0 1 �1

1

A 2 M3(R).

De karakteristieke vergelijking van B is

�B(x) = (x� 1)(x+ 1)2;

deze heeft twee oplossingen, namelijk 1 en �1, waarbij �1 multipliciteit
2 heeft. We hebben dus twee verschillende eigenwaarden �1 = 1 en
�2 = �1. De eigenruimte bij �1 = 1 is gelijk aan {(r, 0, 0)t | r 2 R}, de
eigenruimte bij �2 = �1 is gelijk aan {(0, 0, r)t | r 2 R}. Er zijn te weinig
lineair onafhankelijke eigenvectoren om een basis van R3 te construeren;
bijgevolg is B niet diagonaliseerbaar.

(3) Beschouw de matrix

C =

0

@
1 0 0
0 0 1
0 �1 0

1

A 2 M3(R).

De karakteristieke vergelijking van C is

�C(x) = (x� 1)(x2 + 1);

deze vergelijking heeft slechts één oplossing over R, namelijk 1. We
hebben dus één eigenwaarde � = 1 over R. De eigenruimte bij � = 1
is gelijk aan {(r, 0, 0)t | r 2 R}. We hebben dus opnieuw te weinig
lineair onafhankelijke eigenvectoren om een basis van R3 te construeren;
bijgevolg is C niet diagonaliseerbaar over R.

In het voorgaande voorbeeld hebben we twee matrices B en C beke-
ken die niet diagonaliseerbaar zijn over R. Deze twee voorbeelden van niet-
diagonaliseerbare operatoren zijn echter verschillend van aard.

In voorbeeld (3) heeft de karakteristieke vergelijking van C slechts één
oplossing over R (multipliciteiten van de oplossingen meegerekend). De ope-
rator is niet diagonaliseerbaar over R, omdat als we de wortels tellen met
hun multipliciteit, de karakteristieke vergelijking niet genoeg wortels heeft.
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In voorbeeld (2) heeft de karakteristieke vergelijking van B wel genoeg
wortels, namelijk één van multipliciteit 1 en één van multipliciteit 2. Maar
in dit geval zijn de dimensies van de eigenruimten te klein om een basis van
eigenvectoren te hebben.

Voorbeeld 5.3.6. Zoals we hebben vermeld, was het probleem bij Voor-
beeld 5.3.5(3) dus dat we te weinig wortels over R hebben. We bekijken nu
wat er gebeurt als we de matrix C beschouwen over het veld C in plaats van
over het veld R. Stel dus

C =

0

@
1 0 0
0 0 1
0 �1 0

1

A 2 M3(C).

De karakteristieke vergelijking van C is (met i 2 C met i2 = �1)

�C(x) = (x� 1)(x2 + 1) = (x� 1)(x+ i)(x� i);

deze vergelijking heeft nu drie verschillende oplossingen over C, namelijk
1,�i, i. De matrix C heeft dus drie verschillende eigenwaarden, namelijk
�1 = 1,�2 = �i,�3 = i, en uit Stelling 5.3.4(ii) volgt onmiddellijk dat C
diagonaliseerbaar is.

Voor de volledigheid bepalen we de eigenruimten van C over C. De ei-
genruimte bij �1 = 1 is gelijk aan {(r, 0, 0)t | r 2 C}. De eigenruimte bij
�2 = �i is gelijk aan {(0, r,�ir)t | r 2 C}. De eigenruimte bij �3 = i is gelijk
aan {(0, r, ir)t | r 2 C}. We vinden dus dat

B =

8
<

:

0

@
1
0
0

1

A ,

0

@
0
1
�i

1

A ,

0

@
0
1
i

1

A

9
=

;

een basis van C3 is die bestaat uit eigenvectoren over C. Hieruit volgt
dus nogmaals dat A diagonaliseerbaar is over C; de matrixvoorstelling van
LA : C3 ! C3 : v 7! Av t.o.v. B is diag(1, i,�i).

In het vorig voorbeeld hebben we aangetoond dat de matrix C over C
wel diagonaliseerbaar is. Maar natuurlijk is ook niet iedere matrix over C
diagonaliseerbaar: als we de matrix B over het veld C gaan beschouwen, dan
blijft deze niet diagonaliseerbaar.

Laat het ons nog een keer benadrukken. De vraag of een matrix al dan
niet diagonaliseerbaar is hangt sterk af van het onderliggende veld. Maar
ook als het veld genoeg wortels bevat betekent dat nog niet dat de matrix
diagonaliseerbaar is.
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Opmerking 5.3.7. (i) In een algemeen veld K kan het ook voorkomen
dat de karakteristieke veelterm niet genoeg wortels heeft over K. Voor
de wiskundigen wordt in de cursus “Algebra II” aangetoond dat er dan
steeds een groter veld bestaat dat K bevat waarover de karakteristieke
veelterm dan wel genoeg wortels heeft. Een dergelijk veld wordt dan
een splijtveld van de karakteristieke vergelijking genoemd.

(ii) Uit Gevolg 1.2.7 volgt dat elke veelterm van graad n over de complexe
getallen C wél n wortels heeft (als we de multipliciteiten meerekenen).

(iii) Als de karakteristieke vergelijking van f op een n-dimensionale K-vec-
torruimte n wortels heeft, dan kunnen we deze schrijven als

�f (x) =
tY

i=1

(x� �i)
ni , met �i 2 K,

waarbij �1, . . . ,�t de verschillende wortels van �f zijn.

We onderzoeken nu wanneer een operator met een bovenstaande karakte-
ristieke vergelijking diagonaliseerbaar is. Hiertoe voeren we volgende definitie
in.

Definitie 5.3.8. Zij V een K-vectorruimte en f : V ! V een lineaire ope-
rator met als karakteristieke veelterm

�f (x) =
tY

i=1

(x� �i)
ni met �1, . . . ,�t 2 K.2

(We merken nogmaals op dat dit een assumptie is.)

(i) De algebräısche multipliciteit van een eigenwaarde �i van f is gelijk
aan ni, i.e. de multipliciteit van �i als wortel van de karakteristieke
veelterm �f (x).

(ii) De meetkundige multipliciteit van een eigenwaarde �i van f is gelijk aan
de dimensie van de eigenruimte behorende bij �i, dit is dus gelijk aan
dimker(�i 1�f).

Merk op dat de meetkundige multipliciteit van een eigenwaarde steeds
groter dan of gelijk aan 1 is.

Lemma 5.3.9. Zij V een K-vectorruimte en f : V ! V een lineaire operator
met karakteristieke veelterm

�f (x) =
tY

i=1

(x� �i)
ni met �1, . . . ,�t 2 K.

2We nemen aan dat de �i twee aan twee verschillend zijn.
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Voor iedere i is dim(ker(�i1V � f))  ni. Anders gezegd, de meetkundige
multipliciteit van een eigenwaarde is steeds kleiner dan of gelijk aan de alge-
bräısche multipliciteit van deze eigenwaarde.

Bewijs. We noteren de eigenruimte behorende bij de eigenwaarde �i met
Vi = ker(�i1V � f). Zij dan ri := dim(Vi) de meetkundige dimensie van �i.
We zullen aantonen dat (x��i)ri een deler is van het karakteristiek polynoom
van f ; dit impliceert dan dat ri  ni.

Beschouw nu een vaste i, en stel r = ri en � = �i. Zij {v1, . . . , vr}
een basis van Vi. We breiden deze basis uit tot een basis van V : B =
{v1, . . . , vr, w1, . . . , ws}, met s = n � r. We stellen de matrixvoorstelling op
van f ten opzichte van deze basis. Deze wordt bekomen door de matrix te
beschouwen waarvan de kolommen

f(v1), . . . , f(vr), f(w1), . . . , f(ws)

zijn. We hebben

f(v1) = �v1
f(v2) = �v2

...

f(vr) = �vr;

over de beelden f(w1), . . . , f(ws) hebben we geen bijkomende informatie.
Dan is de matrixvoorstelling van f t.o.v. B gelijk aan

A =

✓
�Ir B
0 C

◆

voor zekere (onbekende) matrices B 2 Mr,n�r(K) en C 2 Mn�r(K).
Er geldt dat �f (x) = det(xIn � A). Als we deze determinant bepalen

door telkens (r opeenvolgende malen) te ontwikkelen naar de eerste kolom,
volgt er dat (x� �)r een deler is van �f (x) = det(xIn � A). ⇤

Uit het voorgaand lemma volgt dat, als de algebräısche multipliciteit van
een eigenwaarde gelijk is aan 1, de meetkundige multipliciteit dan ook gelijk
is aan 1.

We kunnen nu een criterium bewijzen voor het al dan niet diagonaliseer-
baar zijn van een operator.
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Stelling 5.3.10. Zij V een K-vectorruimte en f : V ! V een lineaire ope-
rator met karakteristieke veelterm

�f (x) =
tY

i=1

(x� �i)
ni met �1, . . . ,�t 2 K.

Zij Vi = ker(�i1V � f) de eigenruimte behorende bij de eigenwaarde �i, voor
elke i. Dan is f diagonaliseerbaar als en slechts als voor elke eigenwaarde
�i geldt dat dim(Vi) = ni, of met andere woorden, als en slechts als voor
iedere eigenwaarde de algebräısche multipliciteit gelijk is aan de meetkundige
multipliciteit.

Bewijs. Aangezien de graad van �f (x) gelijk is aan n, is dim(V ) = n =
n1 + · · · + nt. Voor iedere eigenruimte Vi kiezen we een basis Bi. Uit Stel-
ling 5.3.4(i) volgt dat de verzameling C = B1 [ · · · [ Bt lineair onafhankelijk
is.

Nu splitsen we op in twee gevallen:

(i) Stel dat dim(Vi) = ni voor alle i. We tellen het aantal elementen in C;
dit is gelijk aan

dim(V1) + · · ·+ dim(Vt) = n1 + · · ·+ nt = n = dim(V ).

Dus C is een basis van V bestaande uit eigenvectoren van f . Uit Stel-
ling 5.3.1 volgt dat f diagonaliseerbaar is.

(ii) Stel dat dim(Vi) < ni voor een bepaalde i, en merk op dat steeds
dim(Vj)  nj voor alle j. In dit geval is het aantal elementen in C
kleiner dan dim(V ):

dim(V1) + · · ·+ dim(Vt) < n1 + · · ·+ nt = n = dim(V ).

Hieruit volgt dat C geen basis is van V . Aangezien iedere eigenvector
van f in span(C) zit, kunnen we nooit dim(V ) lineair onafhankelijke
eigenvectoren vinden. Dus f is niet diagonaliseerbaar. ⇤

We illustreren dit nieuwe criterium aan de hand van enkele voorbeelden.

Voorbeelden 5.3.11. (1) We beschouwen de matrix A 2 M3(R) uit Voor-
beeld 5.3.5. Aangezien �A(x) = (x�1)2(x+1), kunnen we Stelling 5.3.10
toepassen. De eigenwaarde �1 heeft algebräısche multipliciteit 2, de ei-
genwaarde �2 heeft algebräısche multipliciteit 1. Uit de bepaling van de
eigenruimten volgt dat de eigenwaarde �1 meetkundige multipliciteit 2
heeft; we kunnen dus onmiddellijk concluderen dat A diagonaliseerbaar
is.
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(2) Beschouw de matrix B 2 M3(R) uit Voorbeeld 5.3.5. Aangezien �B(x) =
(x � 1)(x + 1)2 kunnen we Stelling 5.3.10 toepassen. De eigenwaarde
�1 heeft algebräısche multipliciteit 1, de eigenwaarde �2 heeft algebra-
ische multipliciteit 2. Uit de bepaling van de eigenruimten volgt dat
de eigenwaarde �2 meetkundige multipliciteit 1 heeft; we kunnen dus
onmiddellijk concluderen dat B niet diagonaliseerbaar is.

(3) Beschouw de shiftoperator S op Kn uit Voorbeeld 5.2.4(2), en beschouw
de standaardbasis B = {e1, . . . , en} van Kn. Ten opzichte van deze basis
B heeft S de matrixvoorstelling

A :=

0

BBBBBBBBB@

0 0 · · · 0 0 0
1 0 · · · 0 0 0
0 1 · · · 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 · · · 0 0 0
0 0 · · · 1 0 0
0 0 · · · 0 1 0

1

CCCCCCCCCA

.

Herhaaldelijk ontwikkelen naar de laatste kolom geeft �A(x) = xn; we
kunnen dus Stelling 5.3.10 toepassen. De shiftoperator S heeft dus 1
eigenwaarde � = 0 met algebräısche multipliciteit n. De eigenruimte bij
� is gelijk aan {(0, . . . , 0, k) | k 2 K}; bijgevolg is de meetkundige mul-
tipliciteit van � gelijk aan 1. We besluiten dat S niet diagonaliseerbaar
is.

Opmerking 5.3.12. Zij V een K-vectorruimte en f : V ! V een lineaire
operator met karakteristieke veelterm

�f (x) =
tY

i=1

(x� �i)
ni met �1, . . . ,�t 2 K.

Als f niet diagonaliseerbaar is, is het toch steeds mogelijk om een “mooie”
matrixvoorstelling voor f te geven.

Er bestaat namelijk steeds een basis voor V zodat de matrixvoorstelling
van f ten opzichte van deze basis een zeer eenvoudige vorm heeft, namelijk
een blokdiagonaalmatrix

0

BBBBB@

J1

J2
. . .

Jm

1

CCCCCA
,

111



waarbij de blokken matrices zijn met een unieke eigenwaarde �, met 1-en
juist onder de diagonaal, en met alle andere componenten gelijk aan nul, i.e.
blokken van de vorm

0

BBBBBBBBB@

� 0 0 · · · 0 0 0
1 � 0 · · · 0 0 0
0 1 � · · · 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 · · · � 0 0
0 0 0 · · · 1 � 0
0 0 0 · · · 0 1 �

1

CCCCCCCCCA

.

Matrices met deze bijzondere vorm noemen we Jordan3 matrices. De blokdi-
agonale matrixvoorstelling van f noemt men de Jordan normaalvorm van f .

Voor een bewijs van dit feit verwijzen we voor de wiskundigen naar de
cursus “Algebra I”.

3Genoemd naar de Franse wiskundige Marie Ennemond Camille Jordan (1838–1922).
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6 Meetkundige transformaties

6.1 Meetkunde

Gedurende honderden jaren verstond men onder meetkunde Euclidische meet-
kunde in het vlak en in de ruimte. Het is nog steeds de basis van de meet-
kunde in het onderwijs. Maar meetkunde is nu veel uitgebreider, en begrip-
pen als ruimte en symmetrie zijn nog in volle evolutie. Enkele karakteristieke
onderwerpen uit de meetkunde geven een beetje inzicht in deze evolutie en
laten ons toe het beetje (Euclidische) meetkunde dat we in de cursus behan-
delen te plaatsen in het groter geheel.

Figuren. Lijnen, hoeken, driehoeken, cirkels, regelmatige veelhoeken,
bollen, parallellepipedums, veelvlakken1, enz.

Een natuurlijke veralgemening van deze objecten bestaat erin een ruimte
te kiezen en daarin (bepaalde) deelverzamelingen (=figuren) te beschouwen.

Bewegingen. Een tweede belangrijke component van de “klassieke”
meetkunde is het meten van lengten (oppervlakken) en hoeken. Dat deze
begrippen gebaseerd zijn op het bestaan van een ander wiskundig object: de
groep van bewegingen in het Euclidische vlak of in de Euclidische ruimte is het
onderwerp van een heel lang verhaal2. Felix Klein formuleerde in zijn “Erlan-
gen programma” het principe dat meetkunde de studie is van een ruimte M
voorzien van een grote groep van symmetrieën, en van de eigenschappen (on-
der andere afstanden, hoeken, volumes) van figuren die invariant zijn onder
de bewegingen van deze groep.

Coördinaten. De Cartesiaanse methode van de coördinaten was een ont-

1Euclides begint zijn Elementen met de constructie van een gelijkzijdige driehoek en
eindigt boek XIII met de constructie van de vijf Platonische lichamen (convexe regelmatige
veelvlakken). Sommigen gaan ervan uit dat het “begrijpen” van de Platonische lichamen
het enige doel van Euclides werk is.

2Alle metrische concepten kunnen gedefinieerd worden in termen van die groep. Zo is
bijvoorbeeld de afstand tussen twee punten de “enige” functie van een koppel punten die
invariant is onder alle elementen van die groep (hierbij is ondersteld dat een ijk gegeven
is en dat de afstand continu verandert).

113



dekking van heel grote betekenis. De moderne zienswijze stelt dat coördinaten
functies zijn op een ruimte met waarden in de reële of de complexe getallen,
of zelfs met waarden in nog andere getallensystemen (bv. velden, commuta-
tieve ringen, enz.). Specifieke waarden van deze functies leggen een punt vast
in de ruimte terwijl specifieke relaties tussen de waarden van deze functies
(vergelijkingen) een deelverzameling of figuur bepalen.

De grote flexibiliteit van de methode komt van het feit dat functies kunnen
opgeteld, vermenigvuldigd, gedi↵erentieerd, gëıntegreerd worden. Hierdoor
kan de ganse kracht van algebra en analyse gebruikt worden om aan meet-
kunde te doen. Moderne disciplines zoals topologie, algebräısche meetkunde,
di↵erentiaalmeetkunde, enz., vinden hun oorsprong in deze observatie3.

Afbeeldingen. Eens we over meerdere ruimten beschikken willen we ook
de relatie ertussen begrijpen. Daarvoor moeten we afbeeldingen beschouwen.
In de basisvoorbeelden omvatten deze afbeeldingen de coördinaatfuncties
maar ook de elementen uit de groep van bewegingen.

Lineaire meetkunden. Ruwweg spreken we van een lineaire meetkunde
als de ruimten waarin we werken vectorruimten zijn4. De afbeeldingen die
beschouwd worden zijn lineaire afbeeldingen, de symmetriegroepen zijn deel-
groepen van de lineaire groep. De aandacht gaat dikwijls naar vectorruimten
over R of C, we bekomen dan in zekere zin directe afstammelingen van de
Euclidische meetkunde die belangrijk zijn voor heel wat toepassingen (in
de wiskunde, de natuurkunde, de economie). Maar ook de meetkunde in
vectorruimten over andere velden, zoals eindige velden, hebben heel wat toe-
passingen zodat een algemene aanpak zinvol is.

6.2 Het Euclidisch vlak en de Euclidische drie-
dimensionale ruimte

De algebräısche structuur op (het vlak) R2 en op (de ruimte) R3 die we tot
dusver gebruikt hebben, de vectorruimtestructuur, laat toe om lijnen in R2,
(lijnen en vlakken in R3), te definiëren. We kunnen echter niet “spreken”
over hoeken, lengtes en afstanden. Dus om “meetkunde” in R2 en R3 te doen
hebben we een nieuw “gadget” nodig.

3In deze disciplines is een meetkundig object een collectie van ruimten met een collectie
van functies.

4Of uit vectorruimten afgeleid zijn, zoals a�ene en projectieve ruimten.
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Definitie 6.2.1. Het Euclidisch vlak E2 is de vectorruimte R2 voorzien van
het symmetrisch positief definiet inproduct

g2 : R2 ⇥ R2 ! R : (v, w) 7! hv, wi := v1w1 + v2w2,

met (v1, v2)t, (w1, w2)t de coördinaatvectoren van respectievelijk v en w ten
opzichte van de standaardbasis in R2.

De Euclidische ruimte E3 is de vectorruimte R3 voorzien van het symme-
trisch positief definiet inproduct

g3 : R3 ⇥ R3 ! R : (v, w) 7! hv, wi := v1w1 + v2w2 + v3w3,

met (v1, v2, v3)t, (w1, w2, w3)t de coördinaatvectoren van respectievelijk v en
w ten opzichte van de standaardbasis in R3.

De afbeelding gi,
gi : Ri ⇥ Ri ! R,

i = 2, 3, voldoet aan de volgende eigenschappen:

• voor alle u, v, w 2 Ri geldt g(v + w, u) = g(v, u) + g(w, u),

g(u, v + w) = g(u, v) + g(u, w),

• voor alle v, w 2 Ri en � 2 R geldt g(�v, w) = �g(v, w) en g(v,�w) =
�g(v, w),

• voor alle u, v 2 Ri geldt g(v, u) = g(u, v).

Dit zijn de eigenschappen van wat men een symmetrische bilineaire vorm
noemt.

Verder geldt voor alle v 2 Ri \ {0} dat

g(v, v) > 0,

wat betekent dat het inproduct positief definiet is.
Met behulp van het inproduct kunnen we in de ruimten E2, E3 lengtes

en hoeken definiëren. De definities van lengte en hoek, en de basiseigenschap
zijn “formeel” dezelfde in het vlak E2, en in de driedimensionale ruimte
E3. In deze paragraaf staat de letter E dan verder steeds voor één van de
Euclidische ruimten E2 of E3. Het inproduct noteren we in beide gevallen
met h�,�i.
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Definitie 6.2.2. De lengte van een vector v is het positieve reële getalp
hv, vi. We noteren

||v|| :=
p
hv, vi.

De sleutel achter heel wat eigenschappen van de Euclidische ruimte is de
ongelijkheid van Cauchy-Schwarz.

Stelling 6.2.3. (Cauchy-Schwarz ongelijkheid)
In de Euclidische ruimte E geldt voor alle vectoren v en w dat

|hv, wi|  ||v|| · ||w||.

Waarbij de gelijkheid geldt als en slechts als de vectoren v, w lineair afhan-
kelijk zijn.

Bewijs. Als v = 0 of w = 0 dan geldt de gelijkheid en dan is v, w een lineair
afhankelijk stel. We mogen dus verder onderstellen dat v en w niet nul zijn.

Het bewijs steunt op de volgende eigenschap van de kwadratische functie
f(x) = ax2 + bx + c op R. Als de discriminant b2 � 4ac van f(x) strikt
positief is dan heeft f(x) twee reële nulpunten en dan bestaat er een x0

zodat f(x0) < 0.
Voor elk reëel getal t geldt

||tv + w||2 = htv + w, tv + wi = t2||v||2 + 2thv, wi+ ||w||2 � 0.

De discriminant van deze kwadratische functie in t is dus negatief of nul, i.e.,

hv, wi2 � ||v||2||w||2  0.

Hieruit volgt de Cauchy-Schwarz ongelijkheid.
Verder kan gelijkheid enkel optreden als de kwadratische functie één reële

wortel t0 heeft. Dan is ||t0v + w|| = 0 wat equivalent is met w = �t0v. Dit
is precies het geval dat v en w lineair afhankelijk zijn. ⇤

Uit de Cauchy-Schwarz ongelijkheid volgt dat het begrip lengte de ver-
trouwde eigenschappen heeft.

Stelling 6.2.4. De lengte definieert een norm op de Euclidische ruimte E.
Dit betekent dat de volgende eigenschappen gelden:

(i) ||0|| = 0 en ||v|| > 0, als v 6= 0,

(ii) ||�v|| = |�| · ||v||5, voor alle � 2 R, v 2 V,

5Hiet |�| staat voor de absolute waarde van �
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(iii) (De driehoeksongelijkheid) ||v1 + v2||  ||v1||+ ||v2||.

Bewijs. Punt (i) is triviaal.
Punt (ii) volgt uit

p
h�v,�vi =

p
�2hv, vi = |�|

p
hv, vi.

De driehoeksongelijkheid volgt uit Cauchy-Schwarz. Namelijk

||v+w||2 = ||v||2+2hv, wi+||w||2  ||v||2+2||v||·||w||+||w||2 = (||v||+||w||)2.

⇤
Gevolg 6.2.5. Zij E = (V, h�,�i) een Euclidische ruimte. Dan geldt voor
alle v, w, z 2 V ,

||v � z||  ||v � w||+ ||w � z||.

Bewijs. Vervang in de driehoeksongelijkheid v1 door v � w en v2 door w �
z. ⇤
Opmerking 6.2.6. De lengte ||v|| van een vector v is de afstand van de
oorsprong tot het punt dat bepaald wordt door de vector v. De lengte ||v�z||
kan dan gëınterpreteerd worden als de afstand tussen twee punten in de
Euclidische ruimte.

Zij v, w niet nul-elementen van een Euclidische ruimte E. Dan is

�1  hv, wi
||v|| · ||w||  1.

Er bestaat dus een unieke hoek6 �, met 0  �  ⇡, zodat

cos� =
hv, wi

||v|| · ||w|| .

Definitie 6.2.7. We noemen � de hoek tussen de vectoren v en w in E.

De hoek �, tussen vectoren v, w 2 E, is enkel dan gelijk aan ⇡

2 (= 900) als
het inproduct van v met w gelijk is aan 0, i.e. hv, wi = 0.

Definitie 6.2.8. Twee vectoren v, w 2 E staan orthogonaal of loodrecht op
elkaar als hv, wi = 0.

We noemen een basis B voor E een orthogonale basis als de vectoren van
B twee aan twee orthogonaal zijn.

We noemen een basis B voor E een orthonormale basis als B een ortho-
gonale basis is en als alle vectoren b 2 B lengte 1 hebben, i.e. voor alle b 2 B
en alle b0 2 B, b0 6= b, geldt

||b|| =
p

hb, bi = 1 en hb, b0i = 0.
6We drukken de hoeken uit in radialen.
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Opmerking 6.2.9. De standaardbasis voor E is (per definitie) een orthonor-
male basis. Elke basis voor E kan omgevormd worden in een orthonormale
basis. Het algoritme om dit te doen noemt men de Gram-Schmidt orthonor-
malisatie procedure. Zij {b01, b02} een basis voor E2, respectievelijk {b01, b02, b03}
een basis voor E3.

1. Stel b1 =
b
0
1

||b01||
. Dan is b1 een vector van lengte 1, ||b1|| = hb01,b01i

||b01||2
= 1.

2. Stel b̃2 = b02 � hb02, b1ib1 en b2 =
b̃2

||b̃2||
.

Dan is

hb1, b2i =
1

||b̃2||
(hb1, b02i � hb02, b1i) = 0,

dus zijn b1, b2 orthogonale vectoren van lengte 1.
(In E2 hebben we reeds de orthonormale basis uit {b01, b02} geconstru-
eerd.)

3. Stel b̃3 = b03 � hb03, b1ib1 � hb03, b2ib2 en b3 = b̃3

||b̃3||
. De vectoren b1, b2, b3

hebben lengte 1. Analoge berekeningen als in stap 2 tonen dat de
vectoren b1, b2, b3 twee aan twee orthogonaal zijn.

Uit de lineair onafhankelijkheid van {b01, b02} in E2 en van {b01, b02, b03} in E3,
volgt ook de lineair onafhankelijkheid van b1, b2 in E2, respectievelijk van
b1, b2, b3 in E3.

Opmerking 6.2.10. De constructie van de vectoren in het algoritme gebeurt
in 2 stappen. De eerste stap geeft een vector die orthogonaal staat op een
stel (twee aan twee) orthogonale vectoren, de tweede stap normaliseert die
vector door te vermenigvuldigen met het inverse van de lengte. Zodat het
bekomen stel vectoren een orthonormaal stel vormt. Als het voldoende is een
lineair onafhankelijk stel te orthogonaliseren, kan men de volgende variant
van het algoritme gebruiken:

1. Stel b1 = b01.

2. Stel b̃2 = b02 �
hb02,b1i
hb1,b1ib1

3. Stel b̃3 = b03 �
hb03,b1i
hb1,b1ib1 �

hb03,b2i
hb2,b2ib2.

In het volgende hoofdstuk zullen we deze orthogonalisatie methode veralge-
menen naar hoger dimensionale inproductruimten.
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De Gram-Schmidt formules kunnen meetkundig geinterpreteerd worden.
De vector b̃i is namelijk het verschil tussen de vector b0

i
en de orthogonale

projectie van b0
i
op de ruimte Vi�1 = span(b1, . . . , bi�1) = span(b01, . . . , b

0
i�1).

De coördinaten van een vector ten opzichte van een orthonormale basis
kunnen met behulp van het inproduct heel eenvoudig bepaald worden.

Stelling 6.2.11. Zij B een orthonormale basis voor de Euclidische ruimte
E. Zij v 2 E en zij X = (xi)i de coördinaatvector van v ten opzichte van B.
Dan is

xi = hv, bii.

Bewijs. Zij v =
P

xibi. Dan is

hv, bii = h
X

xjbj, bii =
X

j

xjhbj, bii = xi.

⇤

De “klassieke Euclidische meetkunde” in het vlak of in de ruimte kan op-
gebouwd worden met de definities van lengte en hoek als basis. Bijvoorbeeld
bekomen we de (multidimensionale) stelling van Pythagoras als een triviaal
gevolg van de definities: als de vectoren vi twee aan twee orthogonaal zijn,
dan is

||
nX

i=1

vi||2 =
nX

i=1

||vi||2, met n = 2 als E = E2 en n = 3 als E = E3.

In het vlak E2 geldt voor een driehoek met zijden v, w en z dat

||v � w||2 = ||v||2 + ||w||2 � 2hv, wi.

Met onze definitie 6.2.7 van hoek volgt hieruit de cosinusregel

||z||2 = ||v||2 + ||w||2 � 2||v|| · ||w|| cos�.

Opmerking 6.2.12. De hoek 0  ✓  ⇡ is een niet-georiënteerde hoek.
Twee vectoren v, w in het vlak bepalen twee hoeken waarvan de som gelijk
aan 2⇡(= 3600), en één van deze hoeken is kleiner dan of gelijk aan ⇡(= 1800).
De hoek ↵ tussen v en w, gedefinieerd door de formule cos ✓ = hv,wi

||v||·||w|| , is per
definitie de hoek die kleiner is dan ⇡. Het maakt geen verschil of we de
hoek meten van v naar w of omgekeerd, daarom spreken we van een niet-
georiënteerde hoek.
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We kunnen ook een georiënteerde hoek tussen twee vectoren (in het vlak)
definiëren. We meten de hoek steeds in tegenwijzerszin. De hoek ✓ tussen
twee vectoren v en w varieert dan van 0 tot 2⇡. Zij b1, b2 een orthogonale
basis voor het vlak door v en w. De georiënteerde hoek ↵ tussen b1 en v
wordt, op een veelvoud van 2⇡ radialen na, volledig bepaald door de functies

cos↵ =
hv, b1i

||v|| · ||b1||
en sin↵ =

hv, b2i
||v|| · ||b2||

.

De georiënteerde hoek ✓ tussen twee vectoren v, w (van de vector v naar de
vector w) is dan per definitie

✓ := � � ↵,

met � de hoek tussen b1 en w.
Merk op dat uit de eigenschappen van de functies cosinus en sinus volgt:

cos ✓ = cos � cos↵ + sin � sin↵ =
hv, wi

||v|| · ||w|| .

De definitie van georiënteerde hoek komt dus overeen met de definitie van
niet-georiënteerde hoek.

De complexe getallen en het Euclidische vlak. In hoofdstuk 1
definieerden we de complexe getallen. Deze kunnen worden gezien als de
“punten” in het vlak. Het is eenvoudig om te zien dat vermenigvuldigen met
het complexe getal i overeenkomt met een rotatie over ⇡

2 (= 900), we moeten
dus over het begrip “hoek” beschikken om hieraan betekenis te kunnen geven.
Er bestaat dus een één-één verband tussen de complexe getallen a + bi en
de punten in het Euclidische vlak E2. Hierbij associëren we met a + bi het
punt (a, b)t met coördinaten a en b. (We hebben hierbij aangenomen dat
onze basis in E2 “goed” gekozen werd.)

Elk complex getal kan ook voorgesteld worden door r(cos ✓+ i sin ✓), met
r 2 R, r � 0, en ✓ een hoek (gemeten van de “1” in tegenwijzerzin).

We kunnen hieruit onmiddellijk een interessante voorstelling halen voor
de punten van E2. We kunnen namelijk de punten van E2 voorstellen met
poolcoördinaten. Zij p 2 E2 dan stellen we p voor door het paar (r, ✓), met
r 2 R, r � 0, de afstand van p tot de oorsprong, en 0  ✓ < 2⇡ de hoek
tussen de x-as en de lijn door de oorsprong en het punt p, waarbij de hoek
gemeten wordt in tegenwijzerszin.

Een punt p 2 E2 met poolcoördinaten (r, ✓) komt dus overeen met het
punt gegeven door ✓

r cos ✓
r sin ✓

◆
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in gewone coördinaten.
Ook gewone coördinaten omzetten in poolcoördinaten is niet moeilijk. Zij

b1, b2 een orthonormale basis voor E2. Zij v = x1b1 + x2b2 2 E2. Er is een
unieke hoek 0  ✓ < 2⇡, zodat

✓ = arccos
x1

||v|| =
hv, b1i
||v|| en ✓ = arcsin

x2

||v|| =
hv, b2i
||v|| .

De poolcoördinaten van v worden dan gegeven door het paar (||v||, ✓).

6.3 Orthogonale matrices

De definitie van het inproduct in E2 en E3 gebruikt de coördinaatvectoren
ten opzichte van de standaardbasissen, e1 = (1, 0)t, e2 = (0, 1)t, in E2, res-
pectievelijk, e1 = (1, 0, 0)t, e2 = (0, 1, 0)t, e3 = (0, 0, 1)t in E3. In de praktijk
moet men ook met andere basissen werken. De berekening van het inpro-
duct kan dan met de coördinaatvectoren ten opzichte van een andere basis
gebeuren met behulp van de transitiematrix.

Zij B de standaardbasis in E. Zij Q de transitiematrix van B naar een
nieuwe basis B0. Zij v 2 E, X de coördinaatvector van v ten opzichte van
de standaardbasis B, en X 0 de coördinaatvector van v ten opzichte van de
nieuwe basis B0. Dan is

X 0 = Q�1X en dus QX 0 = X.

Zij v, w 2 E, met coördinaatvectorenX, Y ten opzichte van B en coördinaatvectoren
X 0, Y 0 ten opzichte van B0. Dan is het inproduct van v met w,

hv, wi = X tY = (QX 0)t(QY 0) = X 0tQtQY 0.

Als B0 een orthonormale basis is en A is de transitiematrix van de standaard-
basis naar B0, dan volgt dat

AtA = AAt = I,

met I de eenheidsmatrix. Het element op de (i, j)-de plaats van AtA is im-
mers het inproduct van i-de kolom van A met de j-de kolom van A. Vermits
deze kolommen de coördinaatvectoren zijn van de orthonormale basis B0 ten
opzichte van de standaardbasis B volgt dat het (i, j)-de element in AtA gelijk
is aan nul als i 6= j en gelijk is aan 1 als i = j.
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Definitie 6.3.1. Voor alle n noemt men een vierkante matrix A 2 Mn(R)
orthogonaal als

AAt = AtA = In.

Een orthogonale matrix is dus een inverteerbare matrix en A�1 = At. Hier-
uit volgt onmiddellijk dat de orthogonale matrices een groep vormen voor de
matrixvermenigvuldiging. Voor n = 2, 3 zijn het precies de transformatie-
matrices tussen orthonormale basissen.

Definitie 6.3.2. De n-dimensionale algemene lineaire groep (over R) is de
groep van n ⇥ n inverteerbare matrices over R. Deze groep noteren we met
GLn(R).

De n-dimensionale orthogonale groep (over R) is de deelgroep

On(R) := {A 2 GLn(R)|AtA = AAt = In}.

De elementen van On(R) zijn matrices met determinant gelijk aan ±1.
De n-dimensionale speciale orthogonale groep (over R) is de deelgroep

SOn(R) = {A 2 GLn(R)|AtA = In en detA = 1}.

De bovenstaande observatie, over transitiematrices tussen orthonormale
basissen in E, geeft de volgende stelling.

Stelling 6.3.3. Zij A 2 Mn(R), n = 2, 3. De volgende eigenschappen zijn
equivalent:

1. A is orthogonaal.

2. De kolomvectoren van A vormen een orthonormale basis in E voor het
standaard Euclidisch inproduct.

3. De rijvectoren van A vormen een orthonormale basis in E voor het
standaard Euclidisch inproduct.

Bewijs. De equivalentie met punt 3 volgt uit het feit dat als A orthogonaal
is de getransponeerde At van A ook orthogonaal is. ⇤

Een groot deel van wat reeds in dit hoofdstuk besproken werd kan ver-
algemeend worden naar willekeurige n-dimensionale ruimten over de reële
getallen. In een later hoofdstuk beschouwen we dergelijke veralgemeningen
en laten we het nut ervan zien door verschillende toepassingen te bespreken.
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6.4 A�ene transformaties van het vlak en de
ruimte

We beginnen met speciale transformaties van het Euclidische vlak E2 en de
driedimensionale ruimte E3. Als we de dimensie niet specifiëren staat de
letter E zowel voor het vlak als voor de driedimensionale ruimte.

Definitie 6.4.1. Een translatie van E is een afbeelding Sq : E ! E die
bekomen wordt door bij elk punt (vector) van E een vast punt q (vector) bij
te tellen:

Sq : E ! E : p 7! p+ q.

Een a�ene transformatie A : E ! E is een transformatie van het vlak
of de ruimte die bekomen wordt door een lineaire transformatie T samen te
stellen met een translatie Sq:

A : E ! E : p 7! T (p) + q.

De operator T noemen we het lineaire deel van de a�ene transformatie en
de afbeelding Sq de translatie van de a�ene transformatie.

Opmerking 6.4.2. (1) De a�ene transformatie wordt gedefinieerd door
eerst de lineaire transformatie T toe te passen en daarna de translatie, dus
A = Sq � T . De operatoren T en Sq commuteren in het algemeen niet met
elkaar, Sq � T 6= T � Sq in vele gevallen.

De afbeelding T �Sq is echter ook een a�ene transformatie, namelijk deze
bekomen door eerst T toe te passen en daarop een translatie over het punt
T (q) te laten volgen,

T � Sq = ST (q) � T.
(2) De oorsprong van de ruimte is in het algemeen geen fixpunt van een
a�ene transformatie. Translaties en a�ene transformaties zijn dus in het
algemeen geen lineaire transformaties. Heel wat eigenschappen van a�ene
transformaties komen overeen met eigenschappen van lineaire transformaties.
De juiste meetkundige context om a�ene transformaties te bestuderen is ze
te beschouwen als transformaties van de a�ene ruimte. Intüıtief zijn a�ene
ruimten vectorruimten “zonder oorsprong”.

Stelling 6.4.3. De samenstelling van a�ene transformaties is terug een
a�ene transformatie.

Bewijs. Zij A = Sq � T en A0 = Sq0 � T 0 twee a�ene transformaties van E.
Dan is

A0 � A = (Sq0 � T 0) � (Sq � T ) =
= Sq0 � (ST 0(q) � T 0) � T = Sq0+T 0(q) � (T 0 � T ).
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De samenstelling A0 �A (A0 na A) van A en A0 is dus de a�ene transformatie
bekomen door eerst de lineaire transformatie bekomen door de samenstelling
van de operatoren T en T 0 toe te passen en dan een translatie over het punt
q0 + T 0(q) uit te voeren. ⇤

In de volgende paragraaf beschouwen we in het bijzonder a�ene trans-
formaties A die de afstanden tussen punten in de ruimte E behouden, dus
||p1 � p2|| = ||A(p1)� A(p2)||. In het algemeen geldt voor een a�ene trans-
formatie deze gelijkheid niet, de gelijkheid geldt immers ook niet voor alle
lineaire transformaties. Zij B een orthonormale basis voor E. Een a�ene
transformatie A = Sq � T kunnen we beschrijven met een vierkante matrix
M (2 ⇥ 2-matrix als A een transformatie is van E2 en een 3 ⇥ 3-matrix als
A een transformatie is van E3) en een kolomvector (y1, y2)t als we in E2

werken. Hierbij is de matrix M de matrixvoorstelling van T en (y1, y2)t de
coördinaatvector van het punt q.

Stelling 6.4.4. (1) Een translatie Sq op E behoudt de afstand tussen twee
punten, i.e.

||p1 � p2|| = ||Sq(p1)� Sq(p2)||.

(2) Zij A een a�ene transformatie en M de matrixvoorstelling van het
lineaire deel van A ten opzichte van een orthonormale basis B. Dan geldt
voor de i-de basisvector bi 2 B dat

||A(bi)|| = ||Mi||,

waarbij ||A(bi)|| de lengte is van het lijnstuk tussen A(0) en A(pi), met pi het
eindpunt van de basisvector bi, en Mi is de i-de kolom van de matrix M .

Bewijs. Punt (1) volgt uit

||Sq(p1)� Sq(p2)|| = ||(p1 + q)� (p2 + q)|| = ||p1 � p2||.

Punt (2) volgt uit punt (1) en het feit dat de i-de kolom van M de
coördinaatvector is van het beeld van bi onder het lineaire deel van A. ⇤

Opmerking 6.4.5. Een translatie bewaart niet enkel de lengte van lijnstuk-
ken, het bewaart ook de “hoek” tussen twee snijdende rechten. Dit volgt uit
het feit dat een translatie een rechte verschuift “naar een evenwijdige rechte”.

Berekeningen van a�ene transformaties met behulp van matri-
ces. Een a�ene transformatie van het vlak of van de ruimte wordt niet gege-
ven door een matrixvermenigvuldiging, de translatie is immers geen lineaire
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afbeelding en komt dus niet overeen met een matrixvermenigvuldiging. Er is
echter een middel om in de praktijk a�ene tranformaties ook door een ma-
trixvermenigvuldiging te bepalen, voor transformaties in het vlak moet men
3⇥ 3-matrices gebruiken en voor transformaties in de ruimte 4⇥ 4-matrices.
Deze methode is handig voor het programmeren van a�ene transformaties.

De theoretische verklaring van deze methode vinden we in de projectieve
meetkunde. We leggen uit hoe de methode praktisch werkt, we bespreken
enkel transformaties van het vlak. De methode voor transformaties in de
ruimte is volledig analoog.

Vermits een a�ene transformatie de samenstelling is van een lineaire af-
beelding en een translatie (eerst de lineaire afbeelding dan de translatie) en
vermits we reeds weten dat een lineaire afbeelding volledig bepaald is door
een matrixvermenigvuldiging, moeten we enkel nog een translatie beschrijven
door gebruik te maken van een matrixvermenigvuldiging.

Zij (x0, y0) de coördinaatvector van een punt q 2 E2. Zij p 2 E2 een
willekeurig punt in E2 met coördinaten (x, y), dan is

✓
x+ x0

y + y0

◆

de coördinaatvector van het punt Sq(p). Beschouw nu het volgende matrix
product 0

@
1 0 x0

0 1 y0
0 0 1

1

A

0

@
x
y
1

1

A =

0

@
x+ x0

y + y0
1

1

A .

De eerste twee coördinaten van het resultaat vormen precies de coördinaatvector
van de translatie van het punt p over het punt q. We hebben dus weldegelijk
de translatie Sq beschreven door een matrixproduct, we moeten wel 3 ⇥ 3-
matrices gebruiken in plaats van 2⇥ 2-matrices. Lineaire transformaties van
E2 worden beschreven door 2⇥2-matrices, is het mogelijk de beschrijving van
de translatie te combineren met de matrixbeschrijving van een willekeurige
lineaire transformatie van E2?

We merken op dat, in de beschrijving van de translatie, de punten van E2

voorgesteld worden door speciale coördinaatvectoren in R3, namelijk door de
vectoren 0

@
x
y
1

1

A ,
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het zijn de coördinaten van de punten in het vlak door het punt (0, 0, 1)t

evenwijdig met het xy-vlak. Beschouw de lineaire transformatie
✓

a b
c d

◆✓
x
y

◆
=

✓
ax+ by
cx+ dy

◆
.

Als we de punten (x, y)t voorstellen door (x, y, 1)t, kunnen we deze transfor-
matie ook beschrijven door

0

@
a b 0
c d 0
0 0 1

1

A

0

@
x
y
1

1

A =

0

@
ax+ by
cx+ dy

1

1

A .

Door met (speciale) 3⇥3-matrices te werken kunnen we elke a�ene transfor-
matie van het Euclidisch vlak E2 bepalen door een matrixvermenigvuldiging.

Zij

✓
a b
c d

◆
de matrixvoorstelling van een lineaire operator T op E2

en

✓
x0

y0

◆
de coördinaatvector van een punt q in E2. De a�ene afbeelding

A = Sq � T wordt beschreven door de volgende matrixvermenigvuldiging:
0

@
a b x0

c d y0
0 0 1

1

A

0

@
x
y
1

1

A =

0

@
ax+ by + x0

cx+ dy + y0
1

1

A .

(De coördinaten van het punt A(p) in E2 worden gegeven door de eerste twee
componenten van de kolom (ax+ by + x0, cx+ dy + y0, 1)t.) Merk op dat de
3 ⇥ 3-matrix die de afbeelding bepaalt gelijk is aan de 3 ⇥ 3-matrix van de
translatie Sq maal de 3⇥ 3-matrix van de lineaire transformatie T want

0

@
1 0 x0

0 1 y0
0 0 1

1

A

0

@
a b 0
c d 0
0 0 1

1

A =

0

@
a b x0

c d y0
0 0 1

1

A .

Deze methode om a�ene transformaties voor te stellen met een matrix-
product is dan ook compatibel met de samenstelling van a�ene transfor-
maties. Daarmee bedoelen we dat als MA de 3 ⇥ 3-matrix is die de a�ene
transformatie A voorstelt ten opzichte van een basis B en M 0

A
is de 3 ⇥ 3

matrix die de a�ene transformatie A0 voorstelt ten opzichte van (dezelfde)
basis B dan is

MA0MA

de matrix die de a�ene transformatie A0 � A voorstelt ten opzichte van de
basis B.
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6.5 Bewegingen

In de Euclidische ruimte kunnen we spreken over een “hoek”, we kunnen dus
ook de ruimte transformeren door te roteren. Intüıtief is het duidelijk dat
een rotatie een lineaire transformatie is van de ruimte, meer formeel volgt dit
uit de parallellogramwet voor de optelling. Rotaties moeten we dus kunnen
beschrijven door matrices.

Rotaties in E2. We beginnen met de beschrijving van rotaties in het
Euclidisch vlak E2. We kiezen een orthonormale basis {e1, e2}, een rotatie
rond de oorsprong7 wordt dan gegeven door een hoek ✓. Wat is de matrix-
voorstelling van een rotatie?

Een tekening toont ons dat

e1 7! cos ✓ · e1 + sin ✓ · e2 en e2 7! � sin ✓ · e1 + cos ✓ · e2.

Opmerking 6.5.1. Dezelfde rotatie kan op twee manieren bekomen worden,
een draaiing over de hoek ✓ in tegenwijzerzin, of een draaiing over de hoek
2⇡� ✓ in wijzerzin. We spreken af dat we de rotaties steeds nemen in tegen-
wijzerzin (de standaard basisvector e1 wordt door een rotatie over een hoek
✓ = ⇡

2 omgezet in de basisvector e2). In de praktijk gaan we dan ook als we
een rotatie voorstellen ten opzichte van verschillende orthonormale basissen
deze basissen steeds op dezelfde manier oriënteren, v1 wordt door een draai-
ing over een hoek ✓ = ⇡

2 omgezet in v2. Twee orthonormale basissen hebben
dezelfde oriëntatie als en slechts als de orthogonale matrix van de basisover-
gang tussen deze basissen determinant 1 heeft. Twee orthonormale basissen
hebben een verschillende oriëntatie als de transitiematrix een matrix is met
determinant �1.

Definitie 6.5.2. Zij ✓ een georiënteerde hoek, 0  ✓ < 2⇡. Een rotatie van
het vlak E2 over de hoek ✓ is de afbeelding bekomen door alle vectoren in
E2 te draaien over de hoek ✓. (De draaiing gebeurt dus in tegenwijzerszin.)

Stelling 6.5.3. Zij E2 het Euclidisch vlak en zij {b1, b2} een orthonormale
basis van E2.

De matrix van de rotatie over de hoek ✓ ten opzichte van de basis {b1, b2}
wordt gegeven door ✓

cos ✓ � sin ✓
sin ✓ cos ✓

◆
.

7We bedoelen ook verder met rotatie steeds een rotatie rond de oorsprong.
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Bewijs. Zij v 2 E2 een vector gegeven door poolcoördinaten (r,↵), met ↵ de
hoek tussen de vector b1 en de vector v. Dan zijn de coördinaten van v ten
opzichte van b1 en b2 gegeven door

✓
r cos↵
r sin↵

◆
.

De rotatie van v over de hoek ✓ heeft dan (r,↵ + ✓) als poolcoördinaten of

in gewone coördinaten

✓
r cos(↵ + ✓)
r sin(↵ + ✓)

◆
. Als we links vermenigvuldigen met

de bovenstaande matrix bekomen we
✓

cos ✓ � sin ✓
sin ✓ cos ✓

◆
·
✓

r cos↵
r sin↵

◆
=

✓
r(cos ✓ cos↵� sin ✓ sin↵)
r(sin ✓ cos↵ + cos ✓ sin↵)

◆
=

✓
r cos(↵ + ✓)
r sin(↵ + ✓)

◆
,

waarbij de laatste gelijkheid uit de somformules voor de cosinus en de sinus
volgt. ⇤

Opmerking 6.5.4. We merken op dat in het Euclidisch vlak de matrix
van een rotatie ten opzichte van een georiënteerde orthonormale basis niet
afhangt van de basis, enkel van de rotatiehoek.

Definitie 6.5.5. De matrices A van rotaties in het vlak E2 over een hoek ✓
noemen we (tweedimensionale) rotatiematrices.

Stelling 6.5.6. Tweedimensionale rotatiematrices A zijn orthogonale matri-
ces, i.e. AtA = AAt = I2.

Bewijs. Dit volgt uit de bekende formule cos2 ✓ + sin2 ✓ = 1,
✓

cos ✓ � sin ✓
sin ✓ cos ✓

◆✓
cos ✓ sin ✓
� sin ✓ cos ✓

◆
=

✓
cos2 ✓ + sin2 ✓ � cos ✓ sin ✓ + cos ✓ sin ✓

cos ✓ sin ✓ � cos ✓ sin ✓ cos2 ✓ + sin2 ✓

◆
= I2.

⇤

We hebben gezien dat de orthogonale matrices een groep vormen, de
orthogonale groep.

Lemma 6.5.7. De rotatiematrices in het vlak E2 vormen een commutatieve
deelgroep van de speciale orthogonale groep SO2(R).
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Bewijs. Dat de rotatiematrices een commutatieve deelgroep vormen van SO2(R)
volgt uit het feit dat (in het vlak) de samenstelling van een rotatie over een
hoek ✓ met een rotatie over een hoek � gelijk is aan een rotatie over de hoek
✓ + �. Dat blijkt ook uit het product
✓

cos � � sin �
sin � cos �

◆✓
cos ✓ � sin ✓
sin ✓ cos ✓

◆
=

✓
cos(� + ✓) � sin(� + ✓)
sin(� + ✓) cos(� + ✓)

◆
.

Dat de determinant van een rotatie gelijk is aan 1 volgt uit de matrix-
voorstelling van een rotatie in het vlak. ⇤

We zullen verder zien dat de groep van de rotaties in E2 precies gelijk is
aan de speciale orthogonale groep SO2(R).

Rotaties in E3. Het is wat moeilijker om een rotatie in E3 goed te
definiëren. We beschrijven een rotatie in E3 door een koppel (v, ✓) waarbij
v een eenheidsvector is in E3, die op de rotatie-as ligt, en ✓ een hoek is. De
rotatie (v, ✓) is dan de lineaire transformatie waarbij de vector v vast blijft
en de vectoren in het vlak loodrecht op v over een hoek ✓ geroteerd worden.
De koppels (�v,�✓) en (v, ✓) geven dan dezelfde rotatie. (We zullen verder
een formele definitie van rotaties in E3 geven.)

De matrix van de rotatie (e1, ✓) (e1 de eerste basisvector van de standaard-
basis in E3) bekomen we eenvoudig uit de 2-dimensionale rotatiematrices

0

@
1 0 0
0 cos ✓ � sin ✓
0 sin ✓ cos ✓

1

A .

Linksvermenigvuldiging houdt de eerste coördinaat van een vector (x1, x2, x3)t

vast en draait de 2-dimensionale vector (x2, x3)t over een hoek ✓.
We merken opnieuw op dat de matrix een orthogonale matrix is, de matrix

voldoet namelijk aan AAt = I3. Het is echter de matrix van een heel speciale
rotatie, namelijk een rotatie langs één van de coördinaatassen. De matrices
van willekeurige rotaties in E3 kunnen heel gecompliceerd zijn. Om ze goed
te bestuderen hebben we dan ook wat meer theorie nodig. We zullen zien dat
ook de rotaties in E3 precies de elementen zijn van de speciale orthogonale
groep SO3(R).

Definitie 6.5.8. Zij E een Euclidische ruimte. Een afbeelding m : E ! E
noemen we een beweging van E als m de afstand bewaart, dit wil zeggen dat
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de afstand tussen de beelden van twee punten gelijk is aan de afstand tussen
de originele punten v en w:

||m(v)�m(w)|| = ||v � w||.

Voorbeelden 6.5.9. (1) Stelling 6.4.4 stelt dat de translatie Sq over een
punt q een beweging is.

(2) Rotaties over een hoek ✓ op E2 zijn bewegingen. Dit rekent men
eenvoudig na door gebruik te maken van de welbekende formule

cos2 ✓ + sin2 ✓ = 1.

We karakteriseren de bewegingen die de oorsprong invariant laten.

Stelling 6.5.10. Zij E een Euclidische ruimte. De volgende eigenschappen
zijn equivalent:

(a) m is een beweging die de oorsprong invariant laat (m(0) = 0).

(b) m bewaart het inproduct: hm(v),m(w)i = hv, wi.

(c) m komt overeen met een lineaire transformatie die ten opzichte van een
orthonormale basis bepaald wordt door een orthogonale matrix.

Bewijs. (a) ) (b): Als m : E ! E een afbeelding is zodat m(0) = 0 en
||m(v)�m(w)|| = ||v � w|| voor alle v, w 2 E, dan geldt

hm(v)�m(w),m(v)�m(w)i = hv � w, v � wi. (6.1)

Voor w = 0 bekomen we voor alle v 2 E,

hm(v),m(v)i = hv, vi.

Ontwikkelen we in de eerste gelijkheid (6.1) beide leden, dan hebben we

hm(v),m(v)i � 2hm(v),m(w)i+ hm(w),m(w)i = hv, vi � 2hv, wi+ hw,wi.

We bekomen
hm(v),m(w)i = hv, wi,

dit betekent dat m het inproduct bewaart. Punt (b) volgt dus uit punt (a).
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(b) ) (c): Zij nu m : E ! E een afbeelding die het inproduct bewaart.
Zij E de standaard orthonormale basis van E. Noteer m(e) = e0, voor e 2 E .
Dan is E 0 = {e0|e0 = m(e), e 2 E} ook een orthonormale basis, dit omdat

he0, e0i = he, ei = 1 voor alle e 2 E

en
he0, ẽ0i = he, ẽi = 0 voor alle e, ẽ 2 E , e 6= ẽ.

De coördinaatvectoren van de elementen e0 = m(e), e 2 E , ten opzichte
van de standaardbasis zijn de kolommen van een orthogonale matrix A, zie
stelling 6.3.3. De matrix A is dus een inverteerbare matrix en A�1 = At.

We bewijzen dat links vermenigvuldiging met A en At het inproduct
op E bewaren. Dit volgt uit het feit dat links vermenigvuldigen met een
matrix een lineaire afbeelding is. Het is dus voldoende te verifiëren dat
links vermenigvuldigen met A, respectievelijk At, het inproduct van twee
basisvectoren bewaart. Dit geldt per definitie.

Hieruit volgt dat ook de afbeelding

At �m : E ! E,

het inproduct bewaart.
Vermits voor alle e 2 E geldt dat (At �m)(e) = e, volgt voor alle v 2 E

dat
(At �m)(v) = v.

Immers, zij v =
P

e2E �ee en (At �m)(v) =
P

e2E µee, dan is

�e = hv, ei = h(At �m)(v), (At �m)(e)i = h(At �m)(v), ei = µe.

Dus At �m is de identiteit op E. Hieruit volgt dat m gelijk is aan de links
vermenigvuldiging met de orthogonale matrix A. Dit bewijst punt (c).

(c) ) (a), (b): Tenslotte, zij m een lineaire operator waarvan de matrix
ten opzichte van de standaardbasis een orthogonale matrix A is, dan zet m
een orthonormale basis om in een orthonormale basis (zie stelling 6.3.3) en
dus bewaart m het inproduct. Vermits m een lineaire afbeelding is geldt
eveneens m(v � w) = m(v)�m(w), waaruit

||m(v)�m(w)|| =
p

hm(v � w),m(v � w)i =
p
hv � w, v � wi = ||v � w||

volgt.
Dus m is een beweging.

Dit bewijst de stelling. ⇤
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Gevolg 6.5.11. Een beweging m van een Euclidische ruimte E die de oor-
sprong invariant laat is een lineaire afbeelding!

Bewijs. Volgt onmiddellijk uit het laatste punt van de vorige stelling. ⇤

Gevolg 6.5.12. De bewegingen op een Euclidische ruimte E vormen een
groep van transformaties.

Bewijs. Dat de samenstelling van twee bewegingen een beweging is volgt
onmiddellijk uit definitie 6.5.8. Het enige dat we moeten opmerken is dat
een beweging noodzakelijk een bijectie is en dat de inverse afbeelding ook
een beweging is.

Zij m een beweging. Als m(v) = m(w) dan volgt uit 0 = ||m(v) �
m(w)|| = ||v � w|| dat v � w = 0, dus v = w. Een beweging is dus een
injectieve afbeelding.

Zij q = m(0) en S�q de translatie over het punt �q. Vermits een translatie
een beweging is, is m̃ = S�q �m een beweging die de oorsprong invariant laat.
Dus m̃ is, wegens stelling 6.5.10 en het voorgaande, een injectieve lineaire
afbeelding op E. Het is dus een bijectie op E (cf. gevolg 2.4.21). Vermits
een translatie ook een bijectie is volgt dat m een bijectie is.

Tenslotte moeten we opmerken dat de inverse afbeelding m�1 van m
ook een beweging is. Zij v, w 2 E. Neem v0, w0 2 E zodat m(v0) = v en
m(w0) = w. Dan is

||m�1(v)�m�1(w)|| = ||m�1(m(v0))�m�1(m(w0))||
= ||v0 � w0|| = ||m(v0)�m(w0)|| = ||v � w||.

De voorlaatste gelijkheid volgt omdat m een beweging is.
Dus

||m�1(v)�m�1(w)|| = ||v � w||.

Definitie 6.5.8 stelt dat m�1 een beweging is. ⇤

De stelling geeft een nieuwe karakterisering van orthogonale matrices. We
vatten de verschillende karakteriseringen samen.

• Matrices A waarvoor geldt AAt = AtA = I (I de eenheidsmatrix).

• Links vermenigvuldiging met A bewaart het inproduct (stelling 6.5.10).

• Het zijn de matrices A geassocieerd met een basistransformatie tussen
twee orthonormale basissen (stelling 6.3.3).
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We kunnen nu een rotatie in E3 definiëren.

Definitie 6.5.13. Een rotatie in E3 is een beweging die de oorsprong vast
laat, een vector v vast laat en als een tweedimensionale rotatie werkt op het
vlak loodrecht op die vector.

Stelling 6.5.14. De rotaties in E2 en in E3 rond de oorsprong zijn lineaire
afbeeldingen waarvan de matrices ten opzichte van een orthonormale basis
precies de orthogonale matrices zijn met determinant 1. Met andere woorden
een matrix A stelt een rotatie voor in E2, respectievelijk in E3, als en slechts
als A 2 SO2(R), respectievelijk A 2 SO3(R).

Bewijs. We hebben gezien dat de matrices van rotaties in E2 elementen zijn
van SO2(R). Uit stelling 6.5.10 volgt dat de matrix van een rotatie in E3 een
element is van O3(R). Uit de definitie van een rotatie in E3 volgt verder dat
de determinant van die matrix gelijk moet zijn aan 1, dus dat de matrices
elementen zijn SO3(R).

We moeten nu omgekeerd bewijzen dat elk element van SO2(R), respec-
tievelijk SO3(R), een rotatie is.

We geven hier enkel het “idee” achter het bewijs. We bespreken eerst het
geval SO2(R).

Zij A 2 SO2(R), vermits A een orthonormale basis omzet in een ortho-
normale basis volgt dat {v1 = Ae1, v2 = Ae2} een orthonormale basis is voor
E2. Nu wordt een lineaire afbeelding volledig bepaald door de beelden van
de basisvectoren, dus als we een rotatie vinden die e1 afbeeldt op v1 en e2
afbeeldt op v2 dan moet die rotatie deze matrix A als matrixvoorstelling heb-
ben (ten opzichte van de basis {e1, e2}). Het is niet moeilijk om te bewijzen
dat de rotatie die e1 afbeeldt op de eenheidsvector v1 ook e2 afbeeldt op v2.
(Hierbij speelt het feit dat detA = 1 natuurlijk een rol.)

Voor de matrices A 2 SO3(R) gaat het bewijs analoog. De moeilijkheid is
de rotatievector te vinden. Nu als die bestaat moet het een eigenvector zijn
met eigenwaarde 1, per definitie geldt immers voor een rotatievector Av = v.

We tonen aan dat det(A � I) = 0, dit impliceert dat de matrix A wel
degelijk een eigenvector v heeft met eigenwaarde gelijk aan 1. Vermits A 2
SO3(R) is detAt = detA = 1 en At(A� I) = (I � At) = (I � A)t. Dus

det(A� I) = detAt(A� I) = det(I � A)t = det(I � A)

= (�1)3 det(A� I) = � det(A� I).
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Dit kan enkel als det(A� I) = 0.
We beschouwen nu het vlak in E3 dat loodrecht staat op deze eigenvector

v. De restrictie van de actie van A op dit vlak definieert een beweging m op
E2 (die de oorsprong invariant laat). De determinant van m moet 1 zijn, de
determinant van A is immers het product van de determinant van m en 1.
(Dit laatste volgt door de eigenwaarden in C te beschouwen en te gebruiken
dat de determinant het product is van de eigenwaarden). Uit het voorgaande
geval SO2(R) volgt nu dat m een rotatie is in het vlak loodrecht op v, uit de
definitie van een rotatie in E3 volgt dat A werkt op E3 als een rotatie. ⇤
Opmerking 6.5.15. De stelling heeft als gevolg dat de rotaties in E3 een
groep voor de samenstelling vormen. Als we rotaties puur meetkundig be-
kijken is dit verre van duidelijk. Het is duidelijk als we denken aan twee
rotaties rond dezelfde as. Maar dat de samenstelling van twee rotaties rond
verschillende assen ook terug een rotatie is, dat is niet evident. Een rotatie
rond welke as? Het bewijs geeft aan hoe we die as kunnen vinden, het is
namelijk de eigenvector die hoort bij de eigenwaarde 1.

Reflecties. We hebben gezien dat de bewegingen in de ruimte E een
groep vormen. De bewegingen die de oorsprong invariant laten vormen een
deelgroep die isomorf is met de deelgroep van de orthogonale matrices. De
rotaties vormen op hun beurt een deelgroep hiervan, deze deelgroep is isomorf
met de deelgroep van de speciale orthogonale matrices. Niet alle bewegingen
die de oorsprong invariant laten zijn dus rotaties, er zijn bewegingen waarvan
de determinant van de matrixvoorstelling gelijk is aan �1. De reflecties
vormen een bijzondere klasse van dergelijke bewegingen.

Definitie 6.5.16. (1) Een reflectie op E2 is een afbeelding die de vectoren
van een lijn L door de oorsprong invariant laat en de vectoren orthogonaal
op L omkeert (van teken verandert).

(2) Een reflectie op E3 is een afbeelding die de vectoren van een vlak V
door de oorsprong invariant laat en de vectoren orthogonaal op V omkeert
(van teken verandert).

Opmerking 6.5.17. Een reflectie d op Ei, i = 1, 2, is zijn eigen inverse
afbeelding, i.e. d � d = I.

Voorbeeld 6.5.18. De reflectie (op E2) in de x-as is de afbeelding
✓

x
y

◆
7!
✓

x
�y

◆
.

De matrix van deze afbeelding is
✓

1 0
0 �1

◆
,
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het is een orthogonale matrix met determinant gelijk aan �1.

De reflectie (op E3) in het vlak z = 0 wordt gegeven door de orthogonale
matrix 0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 �1

1

A .

Stelling 6.5.19. Elke beweging van E2 of E3 die de oorsprong invariant
laat is of een rotatie of de samenstelling van een rotatie en een vast gekozen
reflectie.

Bewijs. Zij d een reflectie op Ei, i = 2, 3. Zij m een beweging op Ei die de
oorsprong invariant laat. Als m een rotatie is valt er niets te bewijzen. Als m
geen rotatie is dan is de determinant van de matrixvoorstelling van m gelijk
aan �1. In dit geval is d �m een beweging die de oorsprong invariant laat.
De matrixvoorstelling van d �m heeft determinant gelijk aan (�1)(�1) = 1.
Dus uit stelling 6.5.14 volgt dat d �m = R met R een rotatie. Dit impliceert
m = d �R (vermits d � d = I). ⇤
Opmerking 6.5.20. Elke beweging kan men met een translatie samenstellen
zodat de samenstelling een beweging is die de oorsprong invariant laat. Uit
stelling 6.5.19 volgt dan dat alle bewegingen van E2 en E3 de samenstelling
zijn van een rotatie, een reflectie en een translatie.

Men kan meer bewijzen, namelijk dat alle bewegingen in E2 de samen-
stelling zijn van hoogstens 3 reflecties, en dat alle bewegingen in E3 de sa-
menstelling zijn van hoogstens 4 reflecties.

Opmerking 6.5.21. Rotaties worden beschreven door een georiënteerde
hoek 0  ✓ < 2⇡. Voor de matrixvoorstelling van rotaties in het vlak E2 is
de afspraak dat deze steeds voorgesteld worden ten opzichte van orthonor-
male basissen met dezelfde oriëntatie (als de standaardbasis). We maken een
analoge afspraak voor de voorstelling van rotaties in E3. De standaardba-
sis wordt steeds voorgesteld door een “rechtshandig” assenstelsel, we zullen
dus steeds de orthonormale basissen voor de voorstelling van bewegingen zo
kiezen dat ze een “rechtshandig” assenstelsel vormen.

De transitiematrices tussen dergelijke georiënteerde orthonormale basis-
sen zijn precies de speciale orthogonale matrices, deze met determinant gelijk
aan 1.

Er zijn verschillende manieren om de rotaties over hoeken ↵, �, � rond
respectievelijk de x-as (e1), y-as (e2) en de z-as (e3) voor te stellen. Door
het assenstelsel rechtshandig te kiezen hebben we ook de zin van de assen
vastgelegd.
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(1) We kijken langs de rotatie-as (respectievelijk x-as, y-as, z-as) tegen de
zin van de rotatie-as naar de oorsprong, de rotatiehoek in tegenwijzers-
zin is de rotatiehoek van de rotatie geinduceerd op het vlak loodrecht
op de rotatie-as eveneens gemeten in tegenwijzerszin.
Met deze afspraak wordt de matrixvoorstelling van de respectievelijke
rotaties gegeven door

0

@
1 0 0
0 cos↵ � sin↵
0 sin↵ cos↵

1

A ,

0

@
cos � 0 sin �
0 1 0

� sin � 0 cos �

1

A ,

0

@
cos � � sin � 0
sin � cos � 0
0 0 1

1

A .

(2) We kijken langs de rotatie-as (respectievelijk x-as, y-as, z-as) in de zin
van de rotatie-as naar de oorsprong, de rotatiehoek in tegenwijzerszin
is de rotatiehoek van de rotatie geinduceerd op het vlak loodrecht op
de rotatie-as eveneens gemeten in tegenwijzerszin.
Met deze afspraak wordt de matrixvoorstelling van de respectievelijke
rotaties gegeven door

0

@
1 0 0
0 cos↵ sin↵
0 � sin↵ cos↵

1

A ,

0

@
cos � 0 � sin �
0 1 0

sin � 0 cos �

1

A ,

0

@
cos � sin � 0
� sin � cos � 0

0 0 1

1

A .

Merk op dat bij de rotatie rond de y-as de tekens bij de sinussen omgewis-
seld zijn. Dit komt omdat het assenstelsel y, z, x rechtshandig georiënteerd
is.

Voor de oefeningen kiezen we als standaard de eerste voorstellingsme-
thode:

• Rechtshandig assenstelsel, kijken langs de rotatie-as tegen de zin van
de rotatie-as naar de oorsprong. De rotatiehoek in tegenwijzerszin is
de rotatiehoek van de rotatie geinduceerd op het vlak loodrecht op de
rotatie-as eveneens gemeten in tegenwijzerszin.

Voorbeeld. Beschouw de transformatie van E3 gegeven door de volgende
matrix (ten opzichte van de standaardbasis),

A =

0

B@

1+cos ✓
2

� sin ✓p
2

1�cos ✓
2

1�cos ✓
2

sin ✓p
2

1+cos ✓
2

sin ✓p
2

cos ✓ � sin ✓p
2

1

CA .
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Met een softwarepakket zoals Sage rekent men na dat AtA = I3, dus A is
een orthogonale matrix. De determinant van A is �1, A is dus geen rotatie
maar als we A samenstellen met een willekeurige reflectie bekomen we wel
een rotatiematrix. We gebruiken de reflectie

T :=

0

BB@

1 0 0

0 0 1

0 1 0

1

CCA .

We bekomen de rotatie

R := A · T =

0

BB@

1/2 + 1/2 cos (✓) 1/2� 1/2 cos (✓) �1/2 sin (✓)
p
2

1/2� 1/2 cos (✓) 1/2 + 1/2 cos (✓) 1/2 sin (✓)
p
2

1/2 sin (✓)
p
2 �1/2 sin (✓)

p
2 cos (✓)

1

CCA .

We verwachten misschien dat dit een rotatie is rond een hoek ✓. Dit is echter
niet evident, we onderzoeken de rotatie verder.

We bepalen de rotatie-as van R, deze ligt langs een eigenvector van R
die behoort bij de eigenwaarde 1. We zoeken die vector door het homogene
lineaire stelsel R� I3 = 0 op te lossen, de Gaussreductie van R� I3 is:

0

BB@

�1/2 + 1/2 cos (✓) 1/2� 1/2 cos (✓) �1/2 sin (✓)
p
2

0 0 (sin(✓))2+1�2 cos(✓)+(cos(✓))2

cos(✓)�1

0 0 0

1

CCA .

Hiermee vinden we de oplossing: (1, 1, 0). We normaliseren deze eigenvector,
de vector v1 := (

p
2/2,

p
2/2, 0) is een rotatie eenheidsvector voor R. (Er

zijn twee dergelijke vectoren, (�
p
2/2,�

p
2/2, 0) is de andere oplossing.)

We zoeken nu een orthonormale basis met v1 als eerste vector. De matrix-
voorstelling van R ten opzichte van deze basis zal de typische vorm hebben
van een rotatiematrix. Een dergelijke basis vinden we door v1 uit te breiden
tot een basis, en deze met Gram-Schmidt te orthonormeren. Vertrekken we
van de basis v1, e2, e3, (met e2 en e3 standaardbasisvectoren), dan bekomen
we (met een softwarepakket zoals Sage) als orthonormale basis:

8
>><

>>:

0

BB@

p
2
2
p
2
2

0

1

CCA ,

0

BB@

�
p
2
2

p
2
2

0

1

CCA ,

0

BB@

0

0

1

1

CCA

9
>>=

>>;
.
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De transitiematrix van de standaardbasis naar deze nieuwe orthonormale
basis is:

Q =

0

BB@

p
2
2 �

p
2
2 0

p
2
2

p
2
2 0

0 0 1

1

CCA .

De transitiematrix is een orthogonale matrix met determinant gelijk aan 1,
de nieuwe basis heeft dus ook de goede oriëntatie. De matrixvoorstelling van
de rotatie R ten opzichte van deze nieuwe basis is

Q�1RQ :=

0

BB@

1 0 0

0 cos (✓) sin (✓)

0 � sin (✓) cos (✓)

1

CCA =

0

BB@

1 0 0

0 cos (�✓) � sin (�✓)
0 sin (�✓) cos (�✓)

1

CCA .

Als we de eerste afspraak kiezen (rechtshandig assenstelsel, kijken naar de
oorsprong langs de rotatie-as tegen de zin van de as in, rotatie-hoek in het
vlak in tegenwijzerszin meten) is het een rotatie over de hoek �✓.

6.6 Het vectorieel product in R3

In deze paragraaf bestuderen we de Euclidische ruimte E3 verder. Meer
bepaald zullen we het vectorieel product invoeren (ook wel kruisproduct of
vectorproduct genoemd). Dit product zal een paar van vectoren in R3 afbeel-
den op een nieuwe vector in R3 (in tegenstelling tot het inproduct dat een
paar van vectoren afbeeldt op een element van het grondveld R). Echter, om
tot een intrinsieke definitie te komen (d.w.z. een definitie die niet afhangt
van de keuze van een coördinatenstelsel, of dus van een orthonormale basis)
zal het nodig zijn om de vectorruimte te oriënteren.

Definitie 6.6.1. (i) Beschouw twee geordende basissen B = {e1, . . . , en}
en B0 = {f1, . . . , fn} van Rn, en zij Q de matrix van de basisovergang,
d.w.z. Q = (qij) waarbij fj = q1je1+ · · ·+qnjen voor alle j 2 {1, . . . , n}.
Als det(Q) > 0, dan noemen we de basissen B en B0 gelijk georiënteerd;
als det(Q) < 0, dan noemen we ze tegengesteld georiënteerd.

(ii) Het is duidelijk dat “gelijk georiënteerd zijn” een equivalentierelatie de-
finieert op de verzameling van geordende basissen, en dat deze verzame-
ling bestaat uit precies twee equivalentieklassen. We kiezen willekeurig
één van deze klassen en noemen de basissen in deze klasse positief geori-
enteerd of direct georiënteerd, en we noemen de andere klasse negatief
georiënteerd of indirect georiënteerd .
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(iii) Het is gebruikelijk om aan te nemen dat de standaardbasis {e1, . . . , en}
van Rn positief georiënteerd is, en we zullen deze conventie in deze
cursus ook gebruiken. Zij dan B = {b1, . . . , bn} een willekeurige basis,
met transitiematrix Q 2 Mn(K). Als detQ > 0, dan is B positief
georiënteerd; als detQ < 0, dan is B negatief georiënteerd.

Beschouw de groepen O(n) en SO(n) die we hebben ingevoerd in Defini-
tie 7.4.6.

Lemma 6.6.2. Beschouw de Euclidische ruimte Rn. Zij B = {e1, . . . , en}
en B0 = {f1, . . . , fn} twee orthonormale basissen van Rn, en zij Q de matrix
van de basisovergang. Als B en B0 gelijk georiënteerd zijn, dan is Q 2 SO(n),
i.e. QQt = QtQ = In en detQ = 1.

Bewijs. Uit Stelling 7.2.12 weten we dat QtQ = In en dus is Q 2 On (zie
Definitie 7.4.6); in het bijzonder is det(Q) 2 {1,�1}.

Uit de voorgaande definitie weten we dat det(Q) > 0 als de basissen
gelijk georiënteerd zijn, terwijl det(Q) < 0 als ze tegengesteld georiënteerd
zijn. Bijgevolg is det(Q) = 1, en dus Q 2 SO(n). ⇤

We veronderstellen dat we werken in V = R3 met de Euclidische norm, en
we kiezen de oriëntatie zodanig dat de standaardbasis {e1, e2, e3} een positief
georiënteerde orthonormale basis is. Dan kunnen we als volgt een afbeelding
definiëren van V ⇥ V naar V ; we tonen verderop aan dat deze definitie niet
afhangt van de keuze van de positief georiënteerde orthonormale basis.

Definitie 6.6.3 (vectorieel product). Zij v = (x1, x2, x3)t 2 R3 en w =
(y1, y2, y3)t 2 R3 twee willekeurige elementen. Dan definiëren we het vectori-
eel product van v en w als

v ⇥ w := (x2y3 � x3y2, x3y1 � x1y3, x1y2 � x2y1)
t . (6.2)

We kunnen dit symbolisch schrijven als

v ⇥ w =

������

e1 e2 e3
x1 x2 x3

y1 y2 y3

������
,

waarbij we benadrukken dat dit slechts een symbolische schrijfwijze is, aan-
gezien de ei’s vectoren zijn, terwijl de xi’s en yi’s reële getallen zijn. We
kunnen dit exact neerschrijven als

v ⇥ w =
3X

i=1

������

�i1 �i2 �i3
x1 x2 x3

y1 y2 y3

������
ei . (6.3)
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Lemma 6.6.4. De definitie v ⇥ w is onafhankelijk van de keuze van de
positief georiënteerde orthonormale basis B = {e1, e2, e3}.

Bewijs. Stel dat B0 = {f1, f2, f3} een andere positief georiënteerde orthonor-
male basis is, met Q de matrix van basisovergang; uit Lemma 6.6.2 volgt dat
Q 2 SO(3).

Veronderstel nu dat v en w ten opzichte van de nieuwe basis B0 coördi-
naten (x0

1, x
0
2, x

0
3)

t, respectievelijk (y01, y
0
2, y

0
3)

t hebben. Uit Lemma 4.2.3(iii)
volgt (na transponeren) dat

�
x1 x2 x3

�
=
�
x0
1 x0

2 x0
3

�
Qt ,

�
y1 y2 y3

�
=
�
y01 y02 y03

�
Qt .

Merk verder ook op dat uit QQt = I3 volgt dat
�
�i1 �i2 �i3

�
=
�
qi1 qi2 qi3

�
Qt

voor elke i 2 {1, 2, 3}. Uiteindelijk verkrijgen we dus

3X

i=1

������

�i1 �i2 �i3
x1 x2 x3

y1 y2 y3

������
ei =

3X

i=1

det

0

@

0

@
qi1 qi2 qi3
x0
1 x0

2 x0
3

y01 y02 y03

1

A ·Qt

1

A ei

= det(Q) ·
3X

i=1

������

qi1 qi2 qi3
x0
1 x0

2 x0
3

y01 y02 y03

������
ei ,

en door deze laatste determinant te ontwikkelen naar de eerste rij, krijgen
we

3X

i=1

������

�i1 �i2 �i3
x1 x2 x3

y1 y2 y3

������
ei = det(Q) ·

3X

i=1

3X

j=1

������

�j1 �j2 �j3
x0
1 x0

2 x0
3

y01 y02 y03

������
qijei

= det(Q) ·
3X

j=1

������

�j1 �j2 �j3
x0
1 x0

2 x0
3

y01 y02 y03

������
fj .

Aangezien det(Q) = 1 zien we dat de definitie

v ⇥ w =
3X

i=1

������

�i1 �i2 �i3
x1 x2 x3

y1 y2 y3

������
ei

inderdaad onafhankelijk is van de keuze van de positief georiënteerde ortho-
normale basis. ⇤

140



We illustreren nu het nut van het vectorieel product door een aantal
interessante eigenschappen aan te tonen. Zoals we kunnen zien, levert ook
het combineren van het inproduct en het vectorproduct nuttige informatie
op.

Stelling 6.6.5. Onderstel dat u, v, w 2 R3 en a 2 R, dan geldt:

(i) v ⇥ w = �w ⇥ v;

(ii) a(v ⇥ w) = (av)⇥ w = v ⇥ (aw);

(iii) v ⇥ w = 0 () v en w zijn lineair afhankelijk;

(iv) (u+ v)⇥ w = u⇥ w + v ⇥ w;

(v) [tripel-product ] u(v ⇥ w) = (u⇥ v)w;

(vi) v⇥w ? v en v⇥w ? w, met andere woorden, v(v⇥w) = w(v⇥w) = 0;

(vii) [formule van Lagrange8 ] u⇥ (v ⇥ w) = (u · w)v � (u · v)w;
(viii) [identiteit van Lagrange] (v ⇥ w)2 = v2w2 � (vw)2;

(ix) als v 6= 0 en w 6= 0, dan geldt: kv ⇥ wk = kvk · kwk · sin\(v, w);
(x) als v⇥w 6= 0, dan is {v, w, v⇥w}, in deze volgorde, een positief geori-

enteerde basis voor R3;

(xi) [Jacobi 9 identiteit ] u⇥ (v ⇥ w) + v ⇥ (w ⇥ u) + w ⇥ (u⇥ v) = 0;

(xii) (u⇥ v)⇥ (u⇥ w) = u(v ⇥ w) · u;
(xiii) als u · w = v · w én u⇥ w = v ⇥ w met w 6= 0, dan is u = v.

Bewijs. Beschouw de positief georiënteerde orthonormale standaardbasis voor
R3, en stel u = (u1, u2, u3)t, v = (v1, v2, v3)t en w = (w1, w2, w3)t.

(i),(ii) Onmiddellijk uit (6.3) en basiseigenschappen van de determinant.

(iii) Uit (6.3) zien we dat v ⇥ w gelijk is aan 0 als en slechts als de drie
(2⇥2)-minoren van de matrix ( v1 v2 v3

w1 w2 w3 ) nul zijn. Dit is equivalent met
het feit dat deze matrix niet-maximale rang heeft, of nog, met het feit
dat v en w lineair afhankelijk zijn; zie ook Gevolg 4.3.15.

(iv) Dit volgt opnieuw onmiddellijk uit (6.3) en basiseigenschappen van de
determinant.

8Joseph-Louis Lagrange (Giuseppe Lodovico Lagrangia) (1736–1813) was een wiskun-
dige en astronoom van Italiaanse afkomst, die later in Frankrijk en Pruisen werkte. Samen
met Leonhard Euler is hij één van de grootste wiskundigen van de 18e eeuw.

9Genoemd naar Carl Gustav Jacob Jacobi (1804–1851).
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(v), (vi) Uit (6.3) volgt dat

u · (v ⇥ w) =
3X

i=1

������

�1i �2i �3i
v1 v2 v3
w1 w2 w3

������
ui =

������

u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

������
,

en analoog is

(u⇥ v) · w =

������

w1 w2 w3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

������
.

De gelijkheid (v) volgt nu omdat deze twee determinanten aan elkaar
gelijk zijn via rijverwisselingen. Anderzijds zien we dat

v · (v ⇥ w) =

������

v1 v2 v3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

������
= 0 ,

en hieruit volgt (vi).

(vii) Dit is een beetje een vervelende berekening gebruik makend van (6.2).
Stel y = v ⇥ w, dan is y = (y1, y2, y3)t met

y1 = v2w3 � v3w2 ,

y2 = v3w1 � v1w3 ,

y3 = v1w2 � v2w1 .

Stel nu z = u⇥ y, dan is z = (z1, z2, z3)t met

z1 = u2y3 � u3y2 = u2v1w2 � u2v2w1 � u3v3w1 + u3v1w3 ,

z2 = u3y1 � u1y3 = u3v2w3 � u3v3w2 � u1v1w2 + u1v2w1 ,

z3 = u1y2 � u2y1 = u1v3w1 � u1v1w3 � u2v2w3 + u2v3w2 .

Stel ten slotte x = (u · w)v � (u · v)w = (x1, x2, x3)t, dan vinden we

x1 = (u1w1 + u2w2 + u3w3)v1 � (u1v1 + u2v2 + u3v3)w1 ,

x2 = (u1w1 + u2w2 + u3w3)v2 � (u1v1 + u2v2 + u3v3)w2 ,

x3 = (u1w1 + u2w2 + u3w3)v3 � (u1v1 + u2v2 + u3v3)w3 ;

we stellen vast dat de vectoren z en x inderdaad aan elkaar gelijk zijn.

(viii) Hoewel de identiteit van Lagrange ook gemakkelijk rechtstreeks kan
aangetoond worden met behulp van (6.2), zullen we ze trachten af te
leiden uit reeds eerder bewezen eigenschappen. We vinden

(v ⇥ w)2 = (v ⇥ w)(v ⇥ w)
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= ((v ⇥ w)⇥ v) · w (wegens (v) met u = v ⇥ w)

= �(v ⇥ (v ⇥ w)) · w (wegens (i))

=
�
(v · v)w � (v · w)v

�
· w (wegens (vii))

= (v · v)(w · w)� (v · w)(v · w)
= v2w2 � (v · w)2 .

(ix) Dit volgt onmiddellijk uit de identiteit van Lagrange, aangezien per
definitie van de hoek vw = kvk · kwk · cos\(v, w), en bijgevolg

kv ⇥ wk2 = kvk2 kwk2 � kvk2 kwk2 cos2\(v, w)
= kvk2 kwk2 sin2\(v, w) .

(x) Aangezien v⇥w 6= 0 zijn v en w lineair onafhankelijk, en omdat v⇥w or-
thogonaal staat op zowel v als w is het drietal {v, w, v⇥w} lineair onaf-
hankelijk en vormt bijgevolg een basis voor R3. Stel v⇥w = (y1, y2, y3)t;
dan wordt de matrix van basisovergang van de positief georiënteerde
basis naar deze basis gegeven door

Q =

0

@
v1 w1 y1
v2 w2 y2
v3 w3 y3

1

A ,

en de determinant van deze matrix is precies het tripel-product van de
drie vectoren v, w en v ⇥ w. We bekomen

det(Q) = (v ⇥ w)(v ⇥ w) = (v ⇥ w)2 > 0 ,

en bijgevolg is de basis {v, w, v ⇥ w} positief georiënteerd.

(xi) Om de Jacobi identiteit aan te tonen, volstaat het om drie keer de
formule van Lagrange toe te passen en de vergelijkingen op te tellen:

u⇥ (v ⇥ w) = (u · w)v � (u · v)w ,

v ⇥ (w ⇥ u) = (v · u)w � (v · w)u ,
w ⇥ (u⇥ v) = (w · v)u� (w · u)v .

We zien dat de som van de drie rechterleden inderdaad 0 is.

(xii) We vertrekken opnieuw van de formule van Lagrange, en we maken
gebruik van (v) en (vi):

(u⇥ v)⇥ (u⇥ w) =
�
(u⇥ v) · w

�
u�

�
(u⇥ v) · u

�
w

=
�
u · (v ⇥ w)

�
u .
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(xiii) Veronderstel dat u ·w = v ·w en u⇥w = v⇥w. Dan is (u�v) ·w = 0 en
(u�v)⇥w = 0, en bijgevolg staat de vector u�v enerzijds orthogonaal
op w, terwijl anderzijds u � v en w lineair afhankelijk zijn. Dit kan
enkel als u� v = 0, en dus u = v. ⇤

Opmerkingen 6.6.6. (i) Het tripel-product van drie vectoren u, v, w 2
R3 wordt ook soms genoteerd als {u v w}. Zoals we hebben aan-
getoond in het bewijs van Stelling 6.6.5(v), is het tripel-product van
drie vectoren gelijk aan de determinant van de matrix waarvan de rijen
(of kolommen) bestaan uit de coördinaten van de respectieve vectoren
ten opzichte van een positief georiënteerde orthonormale basis. Uit de
eigenschappen van determinanten kan men bijgevolg bijkomende eigen-
schappen afleiden over het tripel-product.

(ii) Uit het voorgaande volgt dat we het vectorieel product van twee vec-
toren v en w ook nog intrinsiek (dus zonder gebruik te maken van
coördinaten) als volgt kunnen definiëren: Als de vectoren lineair afhan-
kelijk zijn, is hun vectorieel product gelijk aan nul. In het andere geval
stellen we v ⇥ w gelijk aan de unieke vector die voldoet aan:

(a) hij staat loodrecht op v en op w;

(b) zijn lengte is gelijk aan kvk · kwk · sin\(v, w);
(c) {v, w, v ⇥ w} vormt een positief georiënteerde basis van R3.

Ga zelf na dat dit de vector v⇥w uniek bepaalt, en dat dit overeenkomt
met de eerdere definitie van het vectorieel product.

(iii) Noch het inproduct, noch het vectorieel product, voldoen aan een schrap-
pingswet, m.a.w. noch uit u · w = v · w, noch uit u ⇥ w = v ⇥ w, kan
men besluiten dat u = v indien w 6= 0. Zie echter Stelling 6.6.5(xiii).

(iv) Eigenschap (i) samen met de Jacobi identiteit (xi) tonen aan dat het
vectorieel product aan de vectorruimte R3 de structuur geven van een
zogenaamde Lie algebra. In feite valt deze Lie algebra samen met de
Lie algebra afkomstig van de Lie groep SO(3).

(v) De natuurlijke vraag dringt zich op of er gelijkaardige vectoriële produc-
ten kunnen gedefinieerd worden in Rn voor n 6= 3. In elk geval willen
we dat een dergelijk vectorproduct, behalve aan de zeer natuurlijke ei-
genschappen (i)–(iv), ook nog voldoet aan (vi) en aan eigenschap (ix),
of equivalent hiermee, aan de identiteit van Lagrange. Verrassend ge-
noeg kan men aantonen dat een dergelijk vectorieel product enkel kan
bestaan in dimensies 3 en 7! De diepere reden hiervoor is het feit dat
zogenaamde genormeerde delingsalgebra’s over R enkel bestaan in di-
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mensies 1 (R), 2 (C), 4 (H, de quaternionen) en 8 (O, de octonen).
Binnen het raam van deze cursus kunnen we hier niet verder op ingaan.

(vi) Het is wel mogelijk om een willekeurige n-dimensionale vectorruimte V
uit te breiden tot zijn zogenaamde uitwendige algebra ⇤(V ), en in deze
algebra kunnen we dus wel vectoren vermenigvuldigen met elkaar. Het
product van twee vectoren v en w van V is nu geen vector, maar een
bi-vector v ^ w. Als n = 3 kunnen we met deze bi-vector een gewone
vector laten overeenkomen door de Hodge dualiteit toe te passen, en het
resultaat is precies het vectorieel product: v ⇥ w = ⇤(v ^ w).
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7 Algemene Inproduct-ruimten

7.1 Inproduct-ruimten

We beginnen met de algemene definitie van een inproduct-ruimte. We zullen
vaak de definities en eigenschappen omtrent het veld C in Definitie 1.1.1
en Lemma 1.1.2 gebruiken; we doen dit vaak zonder expliciete referenties te
geven. We herinneren echter even aan de definitie van de complexe toevoeging
die voor a, b 2 R gedefinieerd was door a+ bi = a� bi.

Definitie 7.1.1. Zij V een vectorruimte over het veld K = R of K = C.
Een afbeelding h·, ·i : V ⇥ V ! K wordt een inproduct op V genoemd, als
aan de volgende voorwaarden is voldaan:

• [toegevoegd-symmetrisch] hv, wi = hw, vi voor alle v, w 2 V ; in het
bijzonder is hv, vi 2 R voor alle v 2 V ;

• [lineair in het eerste argument] hau + bv, wi = ahu, wi + bhv, wi voor
alle u, v, w 2 V en alle a, b 2 K;

• [positief-definiet] hv, vi > 0 voor alle v 2 V \ {0}.

Het paar (V, h·, ·i) wordt dan een inproduct-ruimte genoemd; het inproduct
zelf wordt vaak weggelaten indien het duidelijk is uit de context, en men zegt
dan eenvoudigweg dat V een inproduct-ruimte is.

Als V een inproduct-ruimte is, dan definiëren we de norm van een element
v 2 V als

kvk :=
p

hv, vi.

Merk op dat indien (V, h·, ·i) een inproduct-ruimte is, en W  V een
deelruimte is van V , dan is ook (W, h·, ·i) een inproduct-ruimte.

Voor we verder gaan, vermelden we een aantal eenvoudige gevolgen van
de definiërende eigenschappen van inproduct-ruimten.

Lemma 7.1.2. Zij (V, h·, ·i) een inproduct-ruimte over K = R of C. Dan
gelden volgende eigenschappen, voor alle u, v, w 2 V en alle �, µ 2 K.
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(i) [bi-additiviteit ] hu+v, wi = hu, wi+hv, wi en hu, v+wi = hu, vi+hu, wi;
(ii) [sesqui-lineariteit ] h�v, µwi = �µ · hv, wi;
(iii) [homogeniteit van de norm] k�vk = |�| · kvk.

Bovendien is h·, ·i niet-ontaard, i.e. als u 2 V zodanig is dat hu, vi = 0 voor
alle v 2 V , dan is noodzakelijk u = 0.

Bewijs. Oefening. ⇤

De norm geeft aanleiding tot een notie van afstand, en op deze wijze
wordt V een zogenaamde metrische ruimte.

Definitie 7.1.3. Zij V een inproduct-ruimte. Dan definiëren we, voor elke
twee elementen v, w 2 V , de afstand tussen v en w als

dist(v, w) := kw � vk .

Uit Lemma 7.1.2(iii) zien we dat dist symmetrisch is, i.e. dist(v, w) =
dist(w, v) voor alle v, w 2 V .

We geven een aantal voorbeelden van inproduct-ruimten. In het vervolg
van de cursus zullen Voorbeelden 7.1.4(1) en (3) regelmatig gebruikt worden.

Voorbeelden 7.1.4. (1) Zij K = R, en V = Rn. Dan definiëren we het
standaard inproduct op V als de afbeelding

h·, ·i : V ⇥ V ! K : (v, w) 7! vt · w ,

of expliciet,

h(x1, . . . , xn)
t, (y1, . . . , yn)

ti = x1y1 + · · ·+ xnyn .

Dit inproduct wordt ook het Euclidische inproduct genoemd, en deze
inproduct-ruimte wordt de Euclidische n-dimensionale ruimte1 genoemd.
Soms wordt hiervoor de notatie En gebruikt.
We verkrijgen de volgende formule voor de afstand tussen twee vectoren:

dist((x1, . . . , xn)
t, (y1, . . . , yn)

t) =
p

(y1 � x1)2 + · · ·+ (yn � xn)2 .
1Genoemd naar Euclides van Alexandrië, een Hellenistisch wiskundige, die rond het

jaar 300 v.Chr. werkzaam was in de bibliotheek van Alexandrië. Hij wordt soms de “vader
van de meetkunde” genoemd.
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(2) Het standaard inproduct is zeker niet het enige mogelijke inproduct
op Rn. Zo kunnen we bijvoorbeeld op R3 ook de afbeelding

h(x1, x2, x3)
t, (y1, y2, y3)

ti = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3

beschouwen; dit is evenzeer een inproduct. Ten opzichte van dit inpro-
duct heeft ook het begrip “afstand” een nieuwe betekenis; we hebben nu
namelijk

dist((x1, x2, x3)
t, (y1, y2, y3)

t) =
p

(y1 � x1)2 + 2(y2 � x2)2 + 3(y3 � x3)2 .

Bij het gebruik van deze begrippen is het dus steeds belangrijk om in het
achterhoofd te houden wat het onderliggende inproduct is.

(3) Zij K = C, en V = Cn. Dan definiëren we het standaard inproduct op V
als de afbeelding

h·, ·i : V ⇥ V ! K : (v, w) 7! vt · w ,

waarbij w de vector is die bekomen wordt door de complexe toevoeging
te nemen van de coördinaten van w; expliciet is

h(x1, . . . , xn)
t, (y1, . . . , yn)

ti = x1y1 + · · ·+ xnyn .

(4) Zij V een 4-dimensionale vectorruimte over R, en zij (e1, . . . , e4) een basis
voor V . We definiëren nu

h(x1, . . . , x4), (y1, . . . , y4)i := x1y1 + x2y2 + x3y3 � x4y4 .

Dan is (V, h·, ·i) een zogenaamde Minkowski 2 ruimte, en h·, ·i wordt het
Minkowski inproduct genoemd. Nochtans is (V, h·, ·i) géén inproduct-
ruimte! Inderdaad, deze afbeelding is symmetrisch en lineair, maar niet
positief-definiet. De Minkowski ruimte speelt een belangrijke rol in de
fysica, voornamelijk in Einstein’s speciale relativiteitstheorie; de eerste
drie dimensies stellen de 3-dimensionale ruimte voor, terwijl de vierde
dimensie de tijd voorstelt. Een vector in de Minkowski ruimte wordt
dan ook een event (gebeurtenis) genoemd.

(5) Zij a, b 2 R met a < b, en zij C[a, b] de verzameling van continue com-
plexwaardige functies op het interval [a, b]. Stel

hf, gi :=
Z

b

a

f(t)g(t)dt .

Dan is (C[a, b], h·, ·i) een (oneindig-dimensionale) inproduct-ruimte.

2Genoemd naar de Duitse wiskundige Hermann Minkowski (1864–1909).
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(6) Zij B een mogelijks oneindige verzameling. We definiëren de reeksruimte
`2(B) (lees: kleine el-twee van B) als

`2(B) :=

(
f : B ! C

���
X

b2B

|f(b)|2 < 1
)
.

Dan definieert
hf, gi :=

X

b2B

f(b)g(b)

een inproduct op `2(B).

Opmerking 7.1.5. Voor de gëınteresseerde lezer vermelden we dat een
inproduct-ruimte (V, h·, ·i) een Hilbertruimte 3 genoemd wordt als V com-
pleet is als metrische ruimte, d.w.z. dat elke Cauchy-rij in V convergeert naar
een element van V . In het bijzonder is elke eindig-dimensionale inproduct-
ruimte een Hilbertruimte. (We verwijzen de wiskundigen naar een toekom-
stige cursus Analyse voor een nauwkeurige behandeling van deze begrippen
in algemene metrische ruimten.) De inproduct-ruimte in Voorbeeld 7.1.4(5)
is géén Hilbertruimte; de inproduct-ruimte in Voorbeeld 7.1.4(6) is dat wél.

Hilbertruimten over C spelen een cruciale rol in de kwantummechanica.
Hierbij wordt de status van een fysisch systeem voorgesteld door een vec-
tor (of preciezer nog, door een straal van vectoren) in een complexe Hil-
bertruimte, en wordt voorgesteld als een zogenaamde ket die als | i wordt
genoteerd. De elementen van de duale Hilbertruimte (zie hoofdstuk 8 voor de
definite van duale vectorruimte) worden bras genoemd en als h�| genoteerd.
Deze bras beelden dus kets af op complexe getallen, en dit geeft aanleiding
tot Paul Dirac’s bra-ket notatie h�| i := h�| (| i) 2 C. Deze bra-kets komen
precies overeen met het inproduct van de oorspronkelijke Hilbertruimte.

Opmerking 7.1.6. De gëınteresseerde lezer kan zich afvragen waarom we
ons bij het bestuderen van inproduct-ruimten beperken tot R en C, en niet
werken over willekeurige velden. Een eerste beperking die zich uiteraard
opdringt, is dat we het begrip “positief” moeten kunnen definiëren (het in-
product moet positief-definiet zijn), en daarom moet ons veld in elk geval
een geordend deelveld bevatten en bijgevolg karakteristiek4 0 hebben. Ten
tweede moet elk positief element het kwadraat zijn van een ander element

3Genoemd naar de Duitse wiskundige David Hilbert (1862–1943), één van de meest
invloedrijke en universele wiskundigen van de 19e en vroege 20e eeuw.

4De karakteristiek van een veld is het kleinste geheel getal n > 0 zodat 1 + · · ·+ 1| {z }
n keer

= 0,

indien een dergelijke n bestaat; in het andere geval stellen we de karakteristiek gelijk aan 0.
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van het veld; dit is immers nodig om de norm te kunnen definiëren als de vier-
kantswortel van een zeker element. Ten derde willen we (om diepgaandere
redenen) dat in elk geval de eindig-dimensionale inproduct-ruimten steeds
compleet zijn als metrische ruimten, en dat blijkt bijvoorbeeld nooit het ge-
val te zijn als het onderliggend veld een eigenlijk deelveld van R of C zou
zijn.

We bewijzen een belangrijke eigenschap in verband met de norm van
willekeurige inproduct-ruimten.

Stelling 7.1.7 (Ongelijkheid van Cauchy–Schwarz5). Zij V een inproduct-
ruimte over R of C, en v, w 2 V willekeurig. Dan geldt steeds

|hv, wi|  kvk · kwk ,

en de gelijkheid geldt dan en slechts dan als v en w lineair afhankelijk zijn.

Bewijs. Indien w = 0 is de bewering triviaal voldaan; stel dus w 6= 0. Als
v = �w voor zekere � 2 C, dan is

|hv, wi| = |h�w,wi| = |�| · |hw,wi| = |�| · kwk2 = k�wk · kwk = kvk · kwk.

Veronderstel dus v 6= �w voor alle � 2 C, en definieer nu � = hw,wi�1hv, wi.
Merk op dat � = hw,wi�1hw, vi, en bijgevolg

�hw, vi = �hv, wi = ��hw,wi = hw,wi�1hv, wihw, vi .

Omdat het inproduct positief-definiet is, is

0 < hv � �w, v � �wi
= hv, vi � �hw, vi � �hv, wi+ ��hw,wi
= hv, vi � hw,wi�1hv, wihw, vi
= kvk2 � kwk�2|hv, wi|2

en omdat zowel kvk, kwk als |hv, wi| niet-negatieve reële getallen zijn, volgt
het resultaat. ⇤

Een gevolg van de ongelijkheid van Cauchy–Schwarz is dat de norm aan
de driehoeksongelijkheid voldoet.

5Genoemd naar de Franse wiskundige Augustin-Louis Cauchy (1789–1857) en de Duitse
wiskundige Karl Hermann Amandus Schwarz (1843–1921).
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Gevolg 7.1.8 (Driehoeksongelijkheid). Zij (V, h·, ·i) een inproduct-ruimte
over R of C. Dan geldt voor alle v, w 2 V dat

kv + wk  kvk+ kwk .

Bewijs. We hebben

kv + wk2 = hv + w, v + wi
= kvk2 + hv, wi+ hw, vi+ kwk2

= kvk2 + hv, wi+ hv, wi+ kwk2

 kvk2 + 2|hv, wi|+ kwk2

 kvk2 + 2kvk · kwk+ kwk2 (Cauchy–Schwarz)

=
�
kvk+ |wk

�2
. ⇤

7.2 Orthogonaliteit

We hebben reeds gezien dat we in een willekeurige inproduct-ruimte een zin-
volle notie van afstand hebben. Ook het begrip “orthogonaliteit”, of anders
gezegd, het “loodrecht op elkaar staan” van vectoren, houdt steek in een
willekeurige inproduct-ruimte. We kunnen niet zomaar een goed begrip van
hoek definiëren op een eenvoudige manier, maar we zullen in Hoofdstuk 9
zien dat dit wel kan bij reële inproduct-ruimten.

Definitie 7.2.1. Beschouw een inproduct-ruimte (V, h·, ·i).

(i) Een vector v 2 V staat loodrecht op een vector w 2 V als

hv, wi = 0 .

Merk op dat de relatie “loodrecht op” symmetrisch is. We zeggen ook
dat de vectoren v en w orthogonaal zijn (ten opzichte van elkaar). We
noteren dit met v ? w.

(ii) Een basis B voor V wordt orthogonaal genoemd als geldt dat hb, b0i = 0
voor alle b 6= b0 2 B. Dit betekent dus dat de basiselementen twee aan
twee loodrecht op elkaar staan.

(iii) Een basis B voor V wordt orthonormaal genoemd als geldt dat hb, b0i =
0 voor alle b 6= b0 2 B en hb, bi = 1 voor alle b 2 B. Dit betekent dus
dat de basiselementen twee aan twee loodrecht op elkaar staan, en elk
norm 1 hebben.
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(iv) Als W  V een deelruimte is, noemen we

W? = {v 2 V | hv, wi = 0 voor alle w 2 W}

het orthogonaal complement van W .

In Lemma 7.2.5 tonen we aan datW? een complement (zie Definitie 2.3.7)
is van W , met andere woorden dat W �W? = V .

Lemma 7.2.2. Het orthogonaal complement W? van een deelruimte W  V
is een deelruimte van V . Er geldt dat W \W? = {0}.

Bewijs. Stel dat v1, v2 2 W? en �1,�2 2 K. Dan is

h�1v1 + �2v2, wi = �1hv1, wi+ �2hv2, wi = 0

voor iedere w 2 W , en dus �1v1+�2v2 2 W?; bijgevolg isW? een deelruimte.
Stel nu dat v 2 W \ W?; dan is hv, vi = 0, en uit het positief-definiet

zijn volgt dat v = 0. ⇤

Voorbeeld 7.2.3. (1) Zij K = R of C, en beschouw de vectorruimte Kn

met het standaard inproduct. Het is duidelijk dat de standaardbasis
{e1, . . . , en} een orthonormale basis is.

(2) Zij (V, h·, ·i) een inproduct-ruimte. Als {v1, . . . , vn} een orthogonale basis
is van V , dan is ⇢

v1
kv1k

, . . . ,
vn

kvnk

�

een orthonormale basis van V .

In de volgende stelling wordt aangetoond dat iedere eindig-dimensionale
deelruimte een orthonormale basis bezit. Op het einde van dit hoofdstuk zul-
len we een e�ciënte expliciete methode geven om een dergelijke orthonormale
basis te construeren; zie Stelling 7.2.11 verderop.

Stelling 7.2.4. Zij K = R of C, en zij (V, h·, ·i) een eindig-dimensionale
inproduct-ruimte over K, stel van dimensie d. Dan bezit V een orthonormale
basis {b1, . . . , bd}.

Bewijs. We bewijzen de uitspraak met inductie naar d.
Veronderstel dus eerst dat d = 1, en zij 0 6= w 2 V , dan is {b1} met

b1 =
1

kwkw
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de gezochte basis.

Veronderstel nu dat d > 1; de inductiehypothese stelt dat de uitspraak
waar is voor deelruimten van dimensie d� 1, en we bewijzen de uitspraak nu
voor een willekeurige deelruimte V van dimensie d.

Zij 0 6= w 2 V en definieer de één-dimensionale vectorruimte W = Kw.
Beschouw de lineaire vorm

h·, wi : V ! K : v 7! hv, wi ;

merk op dat deze lineaire vorm surjectief is vermits hw,wi 6= 0. De kern van
deze lineaire vorm is precies het orthogonaal complement W? van W in V .

Vermits de dimensie van de kern plus de dimensie van het beeld gelijk is
aan de dimensie van V bekomen we

dimW? = dimV � dimK = d� 1 .

De inductiehypothese impliceert dat W? een basis {b2, . . . , bd} bezit met
hbi, bji = 0 voor alle i 6= j en hbi, bii = 1 voor alle i 2 {2, . . . , d}. Neem
b1 = 1

kwkw; dan is {b1} een basis voor W . Omdat W \ W? = {0}, volgt
hieruit dat {b1, . . . , bd} een basis is voor V . Men verifieert nu eenvoudig dat
deze basis orthogonaal is. ⇤

Lemma 7.2.5. Zij K = R of C, en zij (V, h·, ·i) een eindig-dimensionale
inproduct-ruimte over K. Voor elke deelruimte W  V is het orthogonaal
complement W? in V een complementaire ruimte, i.e. W �W? = V .

In het bijzonder is dim(W?) = dimV � dimW .

Bewijs. Vermits W \W? = {0} wegens Lemma 7.2.2 moeten we enkel nog
aantonen dat W +W? = V .

Zij {b1, . . . , bd} een orthonormale basis voor W . Zij v 2 V ; dan is

v =
dX

i=1

hv, biibi +
⇣
v �

dX

i=1

hv, biibi
⌘
.

De eerste term is een element van W . We tonen aan dat de tweede term v�P
d

i=1hv, biibi 2 W?. Het volstaat om aan te tonen dat ieder basiselement van
W loodrecht staat op v �

P
d

i=1hv, biibi. Neem bj 2 {b1, . . . , bd} willekeurig,
dan is

D
v �

dX

i=1

hv, biibi, bj
E
= hv, bji �

dX

i=1

hv, biihbi, bji = hv, bji � hv, bji = 0. ⇤
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Gevolg 7.2.6. Zij K = R of C, en zij (V, h·, ·i) een eindig-dimensionale
inproduct-ruimte over K. Voor elke deelruimte W  V is (W?)? = W .

Bewijs. De inclusie W  (W?)? is evident (denk goed na over de betekenis
van (W?)?). Omdat dim(W?)? = dimV �(dimV �dimW ) = dimW , volgt
nu dat de inclusie een gelijkheid is. ⇤

Het is interessant om vast te stellen dat in willekeurige inproduct-ruimten
een eigenschap geldt die een veralgemening is van de stelling van Pythagoras.

Stelling 7.2.7. Zij K = R of C, en zij (V, h·, ·i) een willekeurige inproduct-
ruimte over K. Zij v, w 2 V met v ? w. Dan is kv + wk2 = kvk2 + kwk2.

Bewijs. Omdat v ? w is hv, wi = 0, en dus

kv + wk2 = hv + w, v + wi
= kvk2 + hv, wi+ hw, vi+ kwk2

= kvk2 + hv, wi+ hv, wi+ kwk2

= kvk2 + kwk2. ⇤

Tot slot van deze paragraaf bespreken we de orthogonale projectie op een
deelruimte.

Definitie 7.2.8. Zij K = R of C, en zij (V, h·, ·i) een eindig-dimensionale
inproduct-ruimte over K.

(i) Beschouw een deelruimte W  V en een element v 2 V . Aangezien
V = W � W?, is elke v 2 V op een unieke manier te schrijven als
v = w + u met w 2 W en u 2 W?. We definieren de orthogonale
projectie van v op W als het element w 2 W , en we noteren dit als
proj

W
(v) := w.

(ii) Als W een 1-dimensionale deelruimte is, stel W = hwi, dan noteren we
proj

W
(v) ook als proj

w
(v).

Lemma 7.2.9. Zij K = R of C, en zij (V, h·, ·i) een eindig-dimensionale
inproduct-ruimte over K. Beschouw een deelruimte W  V .

(i) Voor alle w 2 W is proj
W
(w) = w; voor alle u 2 W? is proj

W
(u) = 0.

In het bijzonder is de orthogonale projectie een projectie-operator in de
betekenis van Definitie 2.4.7.

(ii) Zij {w1, . . . wk} een orthonormale basis van W . Dan is

proj
W
(v) =

kX

j=1

hv, wjiwj
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voor elke v 2 V .

(iii) Zij w 2 W met w 6= 0. Dan is

proj
w
(v) =

hv, wi
hw,wiw

voor elke v 2 V .

Bewijs. (i) Dit volgt uit w = w + 0 2 W �W? en u = 0 + u 2 W �W?.

(ii) Net als in het bewijs van Gevolg 7.2.5 is

v =
kX

i=1

hv, wiiwi + (v �
kX

i=1

hv, wiiwi) 2 W �W?.

(iii) Stel W = hwi; dan is {w/kwk} een orthonormale basis voor W . Uit (ii)
volgt dan dat

proj
w
(v) = proj

W
(v) =

D
v,

w

kwk

E w

kwk =
hv, wi
kwk2 w. ⇤

We tonen nu aan dat de kortste afstand van een element tot een gegeven
deelruimte gegeven wordt door de orthogonale projectie.

Stelling 7.2.10. Zij K = R of C, en zij (V, h·, ·i) een eindig-dimensionale
inproduct-ruimte over K. Beschouw een deelruimte W  V en v 2 V . Dan
geldt voor elke w 2 W \ {proj

W
(v)} dat dist(v, w) > dist(v, proj

W
(v)).

Bewijs. We herschrijven dist(v, w) op volgende manier:

dist(v, w) = kv � wk = k(proj
W
(v)� w) + (v � proj

W
(v))k.

Uit de definitie van de orthogonale projectie volgt dat proj
W
(v)�w 2 W en

v � proj
W
(v) 2 W?, dus

(proj
W
(v)� w) ? (v � proj

W
(v)).

Uit Stelling 7.2.7 volgt dus dat

dist(v, w)2 = kproj
W
(v)� wk2 + kv � proj

W
(v)k2.

Omdat w 6= proj
W
(v), is kproj

W
(v)� wk > 0. We besluiten dat

dist(v, w)2 > kv � proj
W
(v)k2 = dist(v, proj

W
(v))2,

en het resultaat volgt omdat afstanden niet-negatieve reële getallen zijn. ⇤
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Tot slot geven we de beloofde methode om een orthonormale basis te
construeren: het zogenaamde Gram–Schmidt orthonormalisatieproces.

Stelling 7.2.11 (Gram–Schmidt6 orthonormalisatieproces). Zij K = R of
C, en zij (V, h·, ·i) een eindig-dimensionale inproduct-ruimte over K. Zij W
een deelruimte van V met basis {v1, . . . , vd}. We definiëren nu, op recursieve
wijze,

b1 = v1,

b2 = v2 � proj
b1
(v2),

b3 = v3 � proj
b1
(v3)� proj

b2
(v3),

b4 = v4 � proj
b1
(v4)� proj

b2
(v4)� proj

b3
(v4),

...

bd = vd �
d�1X

i=1

proj
bi
(vd).

Dan is {b1, . . . , bd} een orthogonale basis voor W , en dus is

⇢
b1

kb1k
, . . . ,

bd
kbdk

�

een orthonormale basis voor W .

Bewijs. We bewijzen eerst dat {b1, . . . , bd} een basis is voor W . Per defi-
nitie van de elementen bi geldt dat vi 2 span(b1, . . . , bi) voor elke i, zodat
W = span(v1, . . . , vd)  span(b1, . . . , bd). Hieruit volgt dat de verzameling
{b1, . . . , bd} voortbrengend is voor W , en aangezien ze precies d = dimW
elementen bevat, kunnen we uit Stelling 2.2.12(ii) besluiten dat ze een basis
is.

We bewijzen nu de orthogonaliteit. Door Lemma 7.2.9(iii) te gebruiken
zien we dat de algemene formule om bj te bepalen gegeven wordt door

bj = vj �
j�1X

i=1

hvj, bii
hbi, bii

bi. (7.1)

We bewijzen nu per inductie op j dat bj orthogonaal staat op alle bk met
k < j. Voor j = 1 valt er niks te bewijzen. Stel dus j > 1, en veronderstel dat

6Genoemd naar de Deense actuaris en wiskundige Jørgen Pedersen Gram (1850–1916)
en de Duitse wiskundige Erhard Schmidt (1876–1959), hoewel dit reeds eerder verschenen
was in werk van Laplace en Cauchy.
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we reeds weten (door de inductiehypothese) dat b` ? bm voor alle ` < m < j.
Dan is

hb`, bmi = �`mhb`, b`i
voor alle `,m < j. We maken nu gebruik van (7.1), en we bekomen, voor
alle k < j, dat

hbj, bki = hvj, bki �
j�1X

i=1

hvj, bii
hbi, bii

hbi, bki

= hvj, bki �
j�1X

i=1

hvj, bii
hbi, bii

�ikhbi, bii

= hvj, bki �
hvj, bki
hbk, bki

hbk, bki

= 0.

Dit toont aan dat bj ? bk voor alle k < j. ⇤

We sluiten deze paragraaf af met een observatie over de transitiematrix
tussen twee orthonormale basissen in een inproduct-ruimte.

Stelling 7.2.12. Beschouw een inproduct-ruimte (V, h., .i) over K = R of
C. Zij B = {b1, . . . , bn} en B0 = {b01, . . . , b0n} twee orthonormale basissen van
V , en zij Q de transitiematrix van B naar B0. Dan is QtQ = In.7

Bewijs. We moeten aantonen dat QtQ = In, of dus dat
P

k
qkiqkj = �ij voor

alle i, j = 1 . . . , n. Er geldt dat b0
i
=
P

k
qkibk, en aangezien de basissen

orthonormaal zijn is hbi, bji = �ij en hb0
i
, b0

j
i = �ij, voor alle i, j. We vinden

dat

�ij = hb0
i
, b0

j
i =

DX

k

qkibk,
X

`

q`jb`
E

=
X

k

X

`

qkiq`jhbk, b`i

=
X

k

qkiqkj. ⇤

Voor inproduct-ruimten over R hebben we dus dat de transitiematrix
tussen twee orthonormale basissen voldoet aan QtQ = In. Een dergelijke
matrix noemt men een orthogonale matrix. Voor inproduct-ruimten over C
zijn deze transitiematrices precies de unitaire matrices. Zie ook Definitie 7.4.6
verderop.

7Hierbij zij Q := (qij).
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7.3 Hermitische en symmetrische operatoren

We bestuderen het diagonaliseerbaar zijn van bijzondere klassen van opera-
toren op de standaard inproduct-ruimten over R en C.

Definitie 7.3.1. (i) Beschouw de n-dimensionale inproduct-ruimteCn met
het standaard inproduct hv, wi = vtw. Zij f : W ! W een operator op
een deelruimte W  Cn. We noemen f een hermitische8 operator als
voor alle v, w 2 W geldt dat

hf(v), wi = hv, f(w)i . (7.2)

Als f = LA een hermitische operator is op Cn, dan geldt dat voor alle
v, w 2 Cn dat

vtAtw = (Av)tw = vt(Aw) = vtAw ,

waaruit volgt dat
At = A .

Dergelijke matrices noemen we hermitische matrices.

(ii) We kunnen precies dezelfde definitie beschouwen voor Rn in plaats van
Cn; we noemen f : W ! W met W  Rn een symmetrische operator
als voor alle v, w 2 W de gelijkheid (7.2) geldt. Indien f = LA een
symmetrische operator is op Rn, dan is At = A, i.e. A is een symme-
trische matrix. Merk dus op dat de reële hermitische matrices juist de
symmetrische matrices zijn.

Stelling 7.3.2. Zij f een hermitische operator op Cn. Dan geldt:

(i) Alle eigenwaarden van f zijn reëel.

(ii) Eigenvectoren behorende bij twee verschillende eigenwaarden zijn ortho-
gonaal.

(iii) De operator f is diagonaliseerbaar, en er bestaat steeds een orthonor-
male basis van eigenvectoren voor f .

Bewijs. (i) Stel dat � een eigenwaarde is van f met eigenvector v, m.a.w.
f(v) = �v. Nu is

�hv, vi = h�v, vi = hf(v), vi = hv, f(v)i = hv,�vi = �hv, vi.

Omdat v 6= 0 2 Cn, is hv, vi 6= 0, zodat � = � en dus � 2 R.
8Genoemd naar de Franse wiskundige Charles Hermite (1822–1901).
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(ii) Stel dat � een eigenwaarde is van f met eigenvector v en µ een eigen-
waarde is van f met eigenvector w met � 6= µ. Aangezien �, µ 2 R
is

�hv, wi = hf(v), wi = hv, f(w)i = µhv, wi.

Er volgt dat (�� µ)hv, wi = 0, dus is hv, wi = 0.

(iii) We tonen aan dat er een orthonormale basis van eigenvectoren van f
bestaat door gebruik te maken van inductie naar de dimensie. Voor
1-dimensionale ruimten is de uitspraak triviaal.
Als inductiehypothese nemen we aan dat er voor iedere hermitische
operator op Cn�1 een orthonormale basis van eigenvectoren is. Stel
dat f een eigenvector v met eigenwaarde � heeft; deze bestaat zeker
want de karakteristieke vergelijking van f heeft steeds een wortel in
C. Noem W het orthogonaal complement van Cv, dus Cn = Cv �W
en dim(W ) = n � 1 (zie Gevolg 7.2.5). Voor w 2 W geldt dus dat
hv, wi = 0. We tonen aan dat ook hv, f(w)i = 0:

hv, f(w)i = hf(v), wi = �hv, wi = 0.

Hieruit volgt dat f(W ) ✓ W , wat betekent dat de restrictie van f
tot W een hermitische operator is op W . Omdat dimW = n � 1
volgt nu uit de inductiehypothese dat W een orthonormale basis van
eigenvectoren heeft voor de restrictie van f op W ; deze basis noteren
we met {w1, . . . , wn�1}. Aangezien Cn = Cv �W , is

n
1

kvkv, w1, . . . , wn�1

o

een orthonormale basis van V bestaande uit eigenvectoren van f . ⇤

Opmerking 7.3.3. In de praktijk gaan we vaak als volgt te werk om een
orthonormale basis van eigenvectoren van een hermitische operator te vin-
den. We bepalen eerst de eigenwaarden en eigenruimten voor f ; aangezien
f diagonaliseerbaar is, is V de directe som van de eigenruimten. Voor iedere
eigenruimte apart bepalen we nu een orthonormale basis bestaande uit ei-
genvectoren van f . Wanneer we al deze basisvectoren samenvoegen krijgen
we een basis van V . Uit Stelling 7.3.2(ii) volgt dan dat al deze basisvectoren
loodrecht op elkaar staan.

Gevolg 7.3.4. Beschouw de inproduct-ruimte Rn met het standaard inpro-
duct hv, wi = vtw. Zij A een symmetrische matrix in Mn(R).

Alle eigenwaarden van A zijn reëel en er bestaat een orthonormale basis
van eigenvectoren voor A, dus A is diagonaliseerbaar.
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Bovendien is de transitiematrix van de standaardbasis naar een orthonor-
male basis {b1, . . . , bn} van eigenvectoren voor A een orthogonale matrix P ,
en er geldt dat

P tAP = diag(�1, . . . ,�n) ,

waarbij �1, . . . ,�n de eigenwaarden van A zijn (die alle reëel zijn). De i-de
kolom van P bestaat precies uit de coördinaten van de eigenvector bi ten
opzichte van de standaardbasis.

Bewijs. Een symmetrische matrix inMn(R) definieert een hermitische matrix
over C; we kunnen dus het bewijs van Stelling 7.3.2 adapteren. De rest van
het gestelde volgt uit Opmerking 4.2.2(ii), Opmerking 4.2.6 en Stelling 7.2.12.

⇤

7.4 Lineaire groepen

Zij K een veld. De groep GLn(K) van inverteerbare n ⇥ n-matrices over
een veld K noemt men de algemene lineaire groep. Lineaire groepen zijn
deelgroepen van de algemene lineaire groep.

Definitie 7.4.1. Een elementaire n⇥ n-matrix is een matrix van de vorm

0

BBB@

1 0 · · · 0

0 1 cij 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

1

CCCA
,

0

BBB@

1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
... cij

. . .
...

0 0 · · · 1

1

CCCA
,

i.e. gelijk aan de eenheidsmatrix plus een veelvoud van een matrixeenheid
Uij, i 6= j. We noteren Eij(c) voor de elementaire matrix met het element c
op de ij-de plaats.

Links vermenigvuldigen met een elementaire matrix Eij(c) komt overeen
met het vervangen van de i-de rij in een matrix door de i-de rij plus c keer de
j-de rij, dus met een elementaire rij-operatie van type I (zie Definitie 1.4.5
en Opmerking 1.4.7).

Opmerking 7.4.2. (1) Rechtsvermenigvuldiging met een elementaire ma-
trix Eij(c) komt overeen met het vervangen van de j-de kolom door de
j-de kolom plus een veelvoud van de i-de kolom.

(2) De determinant van elementaire matrices is gelijk aan 1; het zijn dus
elementen van de algemene lineaire groep.
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Stelling 7.4.3. Elke matrix A 2 GLn(K) is van de vorm

A = SD,

met S een product van elementaire matrices en D = diag(1, . . . , 1, d) met
d = detA.

Bewijs. Het is voldoende aan te tonen dat door elementaire rij-operaties van
type I een matrix A in GLn(K) kan gereduceerd worden tot een matrix van
de vorm diag(1, . . . , 1, d).

Vermits de matrix rang n heeft is er een element in de eerste kolom dat
niet nul is. Door de eerste rij te vervangen door de rij bekomen door bij
de eerste rij een geschikt veelvoud van de rij waarin dit element staat op
te tellen bekomen we een matrix met op de (1, 1)-de plaats een 1. (Indien
a11 6= 0 maar alle andere elementen van de eerste kolom wel nul zijn, tellen
we eerst de eerste rij op bij de tweede rij, om de voorgaande operatie mogelijk
te maken.)

Door nu voor i = 2, . . . , n, de i-de rij te vervangen door een rij bekomen
door bij de i-de rij een geschikt veelvoud van de eerste rij op te tellen, be-
komen we voor elke i = 2, . . . , n op de (i, 1)-de plaats een 0. We hebben nu
reeds een matrix van de vorm

A0 =

✓
1 ⇤
0 B

◆
,

waarbij B een (n�1)⇥ (n�1)-matrix is met detB 6= 0, vermits 0 6= detA =
detA0 = detB. Als de orde van B strikt groter is dan 1 kunnen we dus
hetzelfde herhalen voor de matrix B, zonder de eerste rij van de matrix A0 te
veranderen. Inductief bekomen we tenslotte een bovendriehoeksmatrix met
als diagonaal (1, . . . , 1, d), met d = detA.

Met elementaire rij-operaties van type I kunnen we nu ook de elementen
boven de diagonaal nul maken. Vermits de determinant van elementaire
matrices gelijk is aan 1, is de determinant d van de gereduceerde matrix
gelijk aan de determinant van de oorspronkelijke matrix A. ⇤

Definitie 7.4.4. De deelgroep SLn(K) van GLn(K) die bestaat uit de ma-
trices met determinant gelijk aan 1 noemt men de speciale lineaire groep.

Stelling 7.4.5. Elke matrix in SLn(K) is het product van elementaire ma-
trices.

Bewijs. Volgt onmiddellijk uit Stelling 7.4.3. ⇤
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We definiëren enkele deelgroepen van GLn(K) en SLn(K) die een rol spelen
in verschillende delen van de wiskunde.

Definitie 7.4.6. De orthogonale groep en de speciale orthogonale groep zijn
zoals eerder al gedefinieerd de deelgroepen van GLn(K) gegeven door respec-
tievelijk

On(K) := {A 2 GLn(K) | AAt = AtA = In} ,
SOn(K) := On(K) \ SLn(K) .

Merk op dat de elementen van On(K) steeds determinant ±1 hebben. Indien
K = R, worden deze groepen vaak genoteerd als respectievelijk O(n) en
SO(n).

Veronderstel nu dat K een veld is, voorzien van een involutie �, i.e. een
veldautomorfisme van de orde 2 (dus �2 = 1K en � 6= 1K); we noteren
a� = a voor alle a 2 K. We definiëren nu voor alle A = (aij) 2 Mn(K)
de toegevoegde9 matrix A := (aij). De unitaire groep en de speciale unitaire
groep zijn dan de deelgroepen van GLn(K) gegeven door respectievelijk

Un(K, �) := {A 2 GLn(K) | AAt

= A
t

A = In} ,
SUn(K, �) := Un(K, �) \ SLn(K) .

Indien K = C, waarbij de toevoeging de complexe toevoeging is, worden deze
groepen vaak genoteerd als respectievelijk U(n) en SU(n).

De elementen van de orthogonale groep noemen we orthogonale matrices,
de elementen van de unitaire groep noemen we unitaire matrices.

Opmerking 7.4.7. De reële groepen O(n) en SO(n), en de complexe groe-
pen U(n) en SU(n), zijn voorbeelden van Lie 10 groepen; behalve de groeps-
structuur hebben ze ook de bijkomende structuur van een di↵erentieerbare
variëteit, die bovendien compatibel is met de groepsstructuur.

9Dit dient niet verward te worden met het toegevoegd zijn van twee matrices (aan
elkaar), zoals ingevoerd in Definitie 4.2.7.

10Genoemd naar de Noorse wiskundige Marius Sophus Lie (1842–1899), die in feite één
van de grondleggers is van wat we nu kennen als groepentheorie.
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8 Aanvullingen over Lineaire

Operatoren en dualiteit

8.1 De minimaalveelterm van een lineaire ope-
rator

Het zal in het vervolg belangrijk blijken om uit een gegeven lineaire operator
nieuwe lineaire operatoren te construeren door middel van veeltermen.

Definitie 8.1.1. Zij f 2 End(V ) een lineaire operator.

(i) Voor elk natuurlijk getal ` stellen we

f ` := f � · · · � f| {z }
` keer

,

waarbij we f 0 := 1V definiëren. (Merk op dat de notatie f ` in feite niet
nieuw is, en precies overeenkomt met de ringstructuur die we hebben
ingevoerd in Stelling 3.1.8.)

(ii) Elke uitdrukking
P

d

i=0 aif
i met ai 2 K definieert een lineaire operator

op V , gegeven door
⇣P

d

i=0 aif
i

⌘
(v) =

P
d

i=0 aif
i(v)

voor alle v 2 V . (Zie ook Opmerking ??.)

(iii) Zij nu '(x) =
P

d

i=0 aix
i 2 K[x] een veelterm. Dan definiëren we

'(f) :=
P

d

i=0 aif
i 2 End(V ).

(iv) We definiëren de deelverzameling K[f ] van End(V ) als

K[f ] :=
n dX

i=0

aif
i | ai 2 K

o
=
�
'(f) | '(x) 2 K[x]

 
.

Stelling 8.1.2. Zij V een eindig-dimensionale K-vectorruimte, en beschouw
f 2 End(V ).

(i) De deelverzameling K[f ] is een commutatieve deelalgebra (d.w.z. een
K-deelruimte en een commutatieve deelring) van End(V ).
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(ii) dimK K[f ]  n2.

(iii) Er bestaat een d 2 N zodat de verzameling {1, f, f 2, . . . , fd�1} een basis
vormt voor K[f ], en dimK[f ] = d.

(iv) Indien fd = �
P

d�1
i=0 aif

i, dan is

µ(x) := xd +
d�1X

i=0

aix
i 2 K[x]

de monische veelterm van de kleinste graad zodat µ(f) de nuloperator
is.

(v) Zij '(x) 2 K[x] een veelterm waarvoor geldt dat '(f) = 0. Dan is µ(x)
een deler van '(x).

Bewijs. (i) Het is duidelijk dat K[f ] een deelruimte vormt van End(V ).
We bewijzen nu dat de samenstelling van twee operatoren g, h 2 K[f ]
opnieuw tot K[f ] behoort. Schrijf dus g = '(f) en h =  (f) voor
zekere '(x), (x) 2 K[x]; dan is

g � h = '(f) �  (f) = (' )(f) ,

waarbij (' )(x) het product voorstelt van de veeltermen '(x) en  (x).
Dit toont aan dat g � h 2 K[f ], en dus is K[f ] een deelring. Het is
ook duidelijk dat g � h = h � g omdat ' =  ', en dus is K[f ] een
commutatieve deelring.

(ii) Uit Stelling 3.1.5 volgt dat dimEnd(V ) = n2. Omdat K[f ] een deel-
ruimte is van End(V ) besluiten we dat dimK[f ]  n2.

(iii) De verzameling {1, f, f 2, f 3, . . . } ⇢ K[f ] brengt de ruimte K[f ] voort.
Omdat dimK[f ]  n2 eindig is, bestaat er een kleinste natuurlijk getal
d zodat 1, f, f 2, . . . , fd lineair afhankelijk is. (Inderdaad, elke verzame-
ling van n2+1 elementen van K[f ] is lineair afhankelijk.) Er is dus een
lineaire combinatie van de vorm

bdf
d +

d�1X

i=0

bif
i = 0

met bi 2 K (niet alle 0). Merk op dat de verzameling {1, f, f 2, . . . , fd�1}
lineair onafhankelijk is wegens de minimaliteit van d; in het bijzonder
is bd 6= 0. Door bovenstaande lineaire combinatie te delen door bd
verkrijgen we dus een lineaire relatie van de vorm

fd +
d�1X

i=0

aif
i = 0 (8.1)
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met ai 2 K, zodat in het bijzonder fd 2 h1, f, f 2, . . . , fd�1i. Per in-
ductie volgt dat voor alle k > d eveneens fk 2 h1, f, f 2, . . . , fd�1i. De
verzameling {1, f, f 2, . . . , fd�1} brengt dusK[f ] voort. Omdat we reeds
weten dat deze verzameling ook lineair onafhankelijk is, is het een basis.

(iv) Merk op dat µ(x) inderdaad een monische veelterm is zodat µ(f) = 0.
Veronderstel nu dat er een veelterm  (x) zou zijn van graad kleiner
dan d zodat  (f) = 0; dan zou hieruit volgen dat er een lineaire relatie
bestaat tussen de elementen 1, f, f 2, . . . , fd�1, in strijd met (iii).

(v) Zij '(x) 2 K[x] zodat '(f) = 0. Uit Stelling 1.2.3 volgt dat er veel-
termen q(x), r(x) 2 K[x] zijn met deg r(x) < deg µ(x) of r(x) = 0,
zodat

'(x) = µ(x)q(x) + r(x) .

Hieruit volgt dat 0 = '(f) = µ(f)q(f) + r(f) = r(f); uit (iv) volgt dat
r(x) = 0. We besluiten dat '(x) = µ(x)q(x). ⇤

Definitie 8.1.3. Zij f 2 End(V ), V een K-vectorruimte. De monische
veelterm µf (x) van kleinste graad waarvoor µf (f) = 0 noemt men de mini-
maalveelterm van de operator f .

Opmerking 8.1.4. Als µ(x) de minimaalveelterm is van een lineaire ope-
rator f 2 End(V ), met V een n-dimensionale vectorruimte, dan is degµ =
dimK[f ]  dimEnd(V ) = n2. We zullen later zien dat dimK[f ]  n; zie
Gevolg 8.2.3.

Opmerking 8.1.5. Het is belangrijk om het verschil in te zien tussen de
veeltermenring K[x] en de ring K[f ]. Zo is K[x] oneindig-dimensionaal,
terwijl K[f ] eindig-dimensionaal is. Een ander verschil is dat K[x] geen
nuldelers bevat terwijl K[f ] nuldelers kan bevatten zodra deg µf > 1. Zie
ook Opmerking 3.1.10(ii).

8.2 De stelling van Cayley–Hamilton

De karakteristieke veelterm is een uitermate belangrijke invariant van een
lineaire operator. De stelling van Cayley–Hamilton1 drukt uit dat een lineaire
operator steeds voldoet aan zijn eigen karakteristieke vergelijking.

1Genoemd naar de Britse wiskundige Arthur Cayley (1821–1895) en de Ierse wiskundige
Sir William Rowan Hamilton (1805–1865). Deze laatste is ook beroemd omwille van zijn
ontdekking van de quaternionen, en de bijhorende vandalistische daad op de Broom Bridge
in Dublin.
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Stelling 8.2.1 (Stelling van Cayley–Hamilton). (i) Zij A 2 Mn(K) met
karakteristieke veelterm �A(x) = xn +

P
n�1
i=0 cixi 2 K[x]. Dan is

�A(A) = An +
n�1X

i=0

ciA
i = 0 2 Mn(K).

(ii) Zij V een n-dimensionale vectorruimte over K, en zij f 2 End(V ) met
karakteristieke veelterm �f (x) = xn +

P
n�1
i=0 cixi 2 K[x]. Dan is

�f (f) = fn +
n�1X

i=0

cif
i = 0 2 End(V ),

de nuloperator op V . Met andere woorden, fn(v) +
P

n�1
i=0 cif i(v) = 0

voor alle v 2 V .

Bewijs. (i) We noteren in dit bewijs I := In. Beschouw de matrix xI � A
in Mn(K[x]), en zijn adjunctmatrix

adj(xI � A) = (pij(x)) 2 Mn(K[x]).

Iedere pij(x) 2 K[x] is een veelterm met deg pij(x)  n � 1, want de
elementen van de adjunctmatrix zijn determinanten van (n�1)⇥(n�1)-
deelmatrices van xI � A. Bijgevolg is

adj(xI � A) = (pij(x)) = Bn�1x
n�1 +Bn�2x

n�2 + · · ·+B1x+B0

voor uniek bepaalde matrices Bi 2 Mn(K). Wegens de definitie van �A

geldt nu de volgende gelijkheid van veeltermen in de variabele x met
coë�ciënten in Mn(K):

I · xn + cn�1I · xn�1 + · · ·+ c1I · x+ c0I

= det(xI � A)I

= (xI � A) adj(xI � A)

= (xI � A)(Bn�1x
n�1 +Bn�2x

n�2 + · · ·+B1x+B0).

Wanneer we nu voor elke k de coë�ciënt van xk in linker- en rechterlid
vergelijken, bekomen we

I = Bn�1,

ciI = Bi�1 � ABi voor alle i = 1, . . . , n� 1,

c0I = �AB0.
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We vermenigvuldigen nu elk van deze vergelijkingen met de gepaste Ai,
en we bekomen

An = AnBn�1,

ciA
i = AiBi�1 � Ai+1Bi voor alle i = 1, . . . , n� 1,

c0I = �AB0.

Wanneer we deze n+ 1 vergelijkingen optellen bekomen we

An +
n�1X

i=0

ciA
i = AnBn�1 +

n�1X

i=1

(AiBi�1 � Ai+1Bi)� AB0 = 0.

(ii) Zij Af een matrixvoorstelling van f ten opzichte van een willekeurige
basis B voor V , en stel g = �f (f) = fn +

P
n�1
i=0 cif i 2 EndK(V ). Uit

Stelling 4.1.8(iii) volgt dan dat de matrixvoorstelling van g ten opzichte
van B gegeven wordt door de matrix

Ag = A
fn+

Pn�1
i=0 cif

i = Af

n +
n�1X

i=0

ciAf

i = �f (Af ) 2 Mn(K).

Omdat �Af
= �f volgt nu uit (i) dat �f (Af ) = 0, zodat Ag = 0, en we

besluiten dat g = �f (f) = 0 in EndK(V ). ⇤

Gevolg 8.2.2. Zij f 2 End(V ) een lineaire operator op een eindig-dimensio-
nale vectorruimte V . De karakteristieke veelterm �f (x) van f is een veelvoud
van de minimaalveelterm µf (x).

Bewijs. Uit de stelling van Cayley–Hamilton volgt dat voor �f (x) 2 K[x]
geldt dat �f (f) = 0. Uit Stelling 8.1.2(v) volgt dat de minimaalveelterm een
deler is van �f (x). ⇤

Zij nu f 2 End(V ) een lineaire operator. In Definitie 8.1.1(iv) hebben we
de deelring K[f ] van End(V ) ingevoerd. Als een gevolg van de stelling van
Cayley–Hamilton kunnen we bewijzen dat dimK[f ]  n, een resultaat dat
we hadden aangekondigd in Opmerking 8.1.4.

Gevolg 8.2.3. Zij f 2 End(V ) een lineaire operator op een n-dimensionale
vectorruimte V . Dan is dimK[f ]  n.

Bewijs. Uit de stelling van Cayley-Hamilton volgt dat fn een lineaire combi-
natie is van {fn�1, . . . , f,1}. Bijgevolg is {fn�1, . . . , f,1} een voortbrengende
verzameling voor K[f ]. ⇤
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8.3 Dualiteit

In deze paragraaf bestuderen we de ruimte HomK(V,K) in meer detail. Deze
ruimte speelt een belangrijke rol in bepaalde deelgebieden van de theoretische
fysica, en ook in de wiskunde duikt dualiteit in vele verschillende gedaanten
op.

Definitie 8.3.1. (i) Zij V een K-vectorruimte. De duale ruimte V ⇤ van
V is de vectorruimte

V ⇤ := HomK(V,K) = {f : V ! K | f is een lineaire afbeelding},

waarbij we K beschouwen als 1-dimensionale K-vectorruimte.

(ii) De elementen van V ⇤ noemen we ook lineaire vormen op V .

Een concreet voorbeeld voor een lineaire vorm wordt bijvoorbeeld gegeven
door (x1, . . . , xn)t 7! �1x1 + · · ·+ �nxn waarbij xi,�i 2 R.

We willen de duale ruimte van een K-vectorruimte V nu explicieter voor-
stellen door te vertrekken van een basis van V . We maken gebruik van
Stelling 3.1.5, en meer bepaald van de basis die we in het bewijs van deze
stelling hebben ingevoerd, gegeven door de afbeeldingen (3.1).

Definitie 8.3.2. Zij V een eindig-dimensionale K-vectorruimte en B =
{e1, . . . , en} een basis voor V . Definieer de afbeeldingen

"i : V ! K :
nX

j=1

�jej 7! �i

voor alle i = 1, . . . , n. Deze afbeeldingen zijn lineair; het zijn dus lineaire
vormen.

We hebben dat "i(ei) = 1, en als i 6= j is "i(ej) = 0. Er geldt dus dat
"i(ej) = �ij, waarbij � de Kronecker delta is die we ingevoerd hebben in
Notatie 3.1.4.

Voorbeeld 8.3.3. Beschouw V = Kn voorzien van de standaardbasis B =
{e1, . . . , en} zoals in Voorbeeld 2.2.2(1). Dan is "i de lineaire vorm gegeven
door

"i : (�1, . . . ,�n)
t 7! �i,

voor elke i 2 {1, . . . , n}. We noemen dit ook wel de i-de coördinaatfunctie
op Kn.
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Stelling 8.3.4. Zij V een eindig-dimensionale K-vectorruimte, en B =
{e1, . . . , en} een basis voor V . Dan is B⇤ := {"1, . . . , "n} een basis voor V ⇤.
In het bijzonder is dimV ⇤ = dimV en bijgevolg V ⇤ ⇠= V .

Bewijs. We passen Stelling 3.1.5 toe met W = K. Aangezien dimK K = 1,
volgt uit deze stelling reeds onmiddellijk dat dim V ⇤ = dimV en bijgevolg
V ⇤ ⇠= V .

We bekijken nu de basis voor HomK(V,K) gegeven door de afbeeldin-
gen (3.1). Merk op dat m = 1, zodat j enkel de waarde 1 kan aannemen.
We kiezen voor W = K de basis C = {1}. Dan is

(
fi1(ei) = 1,

fi1(ek) = 0 voor alle k 6= i.

We stellen nu vast dat voor elke i 2 {1, . . . , n} inderdaad fi1 = "i, aangezien
deze afbeeldingen samenvallen op de basis {e1, . . . , en} van V ; zie Opmer-
king 3.1.2. ⇤

Definitie 8.3.5. Zij B = {e1, . . . , en} een basis voor de eindig-dimensionale
K-vectorruimte V ; dan noemen we de basis B⇤ = {"1, . . . , "n} voor de duale
ruimte V ⇤ de duale basis van de basis B.

Als f : V ! W een lineaire afbeelding is, kunnen we met f een afbeelding
f ⇤ : W ⇤ ! V ⇤ associëren.

Lemma 8.3.6. Zij V en W twee K-vectorruimten, en f : V ! W een line-
aire afbeelding.

(i) Voor elke ' 2 W ⇤ is ' � f 2 V ⇤.

(ii) De afbeelding f ⇤ : W ⇤ ! V ⇤ : ' 7! ' � f is een lineaire afbeelding.

Bewijs. (i) Aangezien f 2 HomK(V,W ) en ' 2 HomK(W,K), volgt uit
Lemma 3.1.7 dat ' � f 2 HomK(V,K) = V ⇤.

(ii) Om na te gaan dat f ⇤ een lineaire afbeelding is, gaan we na dat voor
alle ', 2 W ⇤ en alle �, µ 2 K geldt dat

f ⇤(�'+ µ ) = �f ⇤(') + µf ⇤( ) .

Dit is equivalent met de gelijkheid

(�'+ µ ) � f = �(' � f) + µ( � f) ,

die volgt door beide leden te laten inwerken op elk element v 2 V . ⇤
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Definitie 8.3.7. De lineaire afbeelding f ⇤ : W ⇤ ! V ⇤ : ' 7! ' � f noemen
we de duale afbeelding van f .

Opmerking 8.3.8. Zij V een n-dimensionale vectorruimte met basis B =
{b1, . . . , bn}. We beschouwen de duale ruimte V ⇤ = HomK(V,K). We kiezen
in de K-vectorruimte K de basis {1}. Als we Stelling 4.1.8(i) toepassen
vinden we dat f 7! Af een isomorfisme bepaalt van V ⇤ naar M1,n(K), de
vectorruimte van de rijvectoren. Concreet, zij f 2 V ⇤, dan is

Af = (f(b1), . . . , f(bn)) 2 M1,n(K).

Stel nu V = Kn met als basis de standaardbasis, en zij {"1, . . . , "n} de
duale basis van de standaardbasis van Kn. Zij f 2 V ⇤ = Hom(V,K). Uit
Gevolg 4.1.6 volgt dat f = LA voor A = (f(ei)) 2 M1,n(K); dan is dus

f(�1, . . . ,�n)
t = (f(e1), . . . , f(en))(�1, . . . ,�n)

t =
nX

i=1

f(ei)�i 2 K

voor alle �1, . . . ,�n 2 K. Of anders gezegd, f =
P

n

i=1 f(ei)"i.

Stelling 8.3.9. Zij V een n-dimensionale K-vectorruimte en W een m-di-
mensionale K-vectorruimte. Zij f : V ! W een lineaire afbeelding, en zij
f ⇤ : W ⇤ ! V ⇤ de corresponderende duale afbeelding tussen de duale ruimten.
Als Af de matrixvoorstelling is ten opzichte van een basis B in V en een basis
C in W , dan is de getransponeerde matrix At

f
de matrixvoorstelling van f ⇤

ten opzichte van de duale basis van C en de duale basis van B.

Bewijs. Oefening. (Dit wordt besproken in de oefeningenlessen.) ⇤

Men kan de vraag stellen of een lineaire afbeelding f : V ! W “interes-
sante” matrixvoorstellingen heeft. In het algemeen, wanneer we de basissen
in het domein V en de beeldruimte W vrij kunnen kiezen, is er een eenvoudig
antwoord:

Stelling 8.3.10. Zij f : V ! W met n = dimV en m = dimW . Dan
bestaat er een basis B van V en een basis C van W waarvoor

Af,B,C =

 
Ik 0k,n�k

0m�k,k 0m�k,n�k

!
voor een bepaalde k  n,m.

Bewijs. We schrijven V = V 0 � ker f , dan is V 0 een complement van ker f .
Zij {b1, . . . , bk} een basis voor V 0 en {bk+1, . . . , bn} een basis voor ker f , dan
is B := {b1, . . . , bn} een basis voor V .
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Merk op dat de restrictie fV 0 : V 0 ! W injectief is. Wegens Stelling 2.4.14
impliceert dit dat de verzameling {f(b1), . . . , f(bk)} lineair onafhankelijk is.
Omwille van Gevolg 2.2.8(i) kunnen we deze verzameling uitbreiden tot een
basis C := {f(b1), . . . , f(bk), ck+1, . . . , cm} voor W . Ten opzichte van deze
basissen B en C is de matrixvoorstelling van f van de gezochte vorm. ⇤

Het probleem is interessanter wanneer de basissen in het domein en de
beeldruimte niet onafhankelijk van elkaar gekozen worden. Dit is het geval
voor operatoren f : V ! V en voor afbeeldingen f : V ! V ⇤. In het eerste
geval is de basis in het domein en de beeldruimte dezelfde, in het tweede
geval is de basis in de beeldruimte de duale basis van deze in V . De ma-
trixvoorstellingen van lineaire operatoren bestuderen we in hoofdstuk 5; de
matrixvoorstellingen van lineaire afbeeldingen tussen V en zijn duale V ⇤ wor-
den voor de wiskundestudenten besproken in de cursus “Lineaire algebra en
meetkunde II”.
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9 De algemene

Euclidische ruimte Rn

In Hoofdstuk 7 hebben we algemene inproduct-ruimten over R en C bestu-
deerd. In dit hoofdstuk bestuderen we de Euclidische ruimte Rn in meer
detail, en in het bijzonder behandelen we een aantal meetkundige aspecten.
We gaan ondermeer nader in op rechten, vlakken en hypervlakken.

We krijgen bovendien nog meer bijkomende structuur als we de Euclidi-
sche ruimte R3 in drie dimensies beschouwen, omdat we op een dergelijke
ruimte ook nog eens een vectorieel product zullen kunnen definiëren.

9.1 Hoeken in een reële inproduct-ruimte

In Definitie 7.2.1(i) hebben we voor algemene inproduct-ruimten over R en
C gedefinieerd wanneer twee vectoren v, w orthogonaal of loodrecht zijn; dit
is het geval als hv, wi = 0. Vanuit het klassieke standpunt zouden we het
begrip orthogonaliteit graag koppelen aan een notie van een hoek, en in het
bijzonder zodanig dat orthogonaliteit overeenkomt met een hoek van 90�

oftewel ⇡/2 (radiaal). Algemenere hoeken definiëren blijkt echter, in onze
context, enkel zinvol te zijn in inproduct-ruimten over R en niet over C.

Veronderstel vanaf nu dat (V, h., .i) een inproduct-ruimte is over R. We
kunnen de ongelijkheid van Cauchy–Schwarz (zie Stelling 7.1.7) voor alle
v, w 2 V \ {0} herschrijven in de vorm

�1  hv, wi
kvk · kwk  1 .

Bijgevolg is de volgende definitie zinvol.

Definitie 9.1.1. Zij (V, h., .i) een reële inproduct-ruimte. Voor elke twee
niet-nul vectoren v, w 2 V definiëren we de hoek tussen v en w als

\(v, w) := arccos
hv, wi

kvk · kwk ,

waarbij we aannemen dat arccos waarden aanneemt in het interval [0, ⇡].
Aangezien het inproduct symmetrisch is, is het duidelijk dat ook \ sym-

metrisch is, i.e. \(v, w) = \(w, v) voor alle v, w 2 V .
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Opmerking 9.1.2. (i) Merk op dat \(v, w) = 0 als en slechts als v en w
een positief veelvoud zijn van elkaar, en dat \(v, w) = ⇡ als en slechts
als v en w een negatief veelvoud zijn van elkaar, in overeenstemming
met onze intüıtie over het hoek-begrip.

(ii) Merk anderzijds op dat \(v, w) = ⇡/2 als en slechts als hv, wi = 0. De
bovenstaande definitie van hoek is dus compatibel met Definitie 7.2.1(i).

We bekijken nu in detail hoe de formules er uitzien als we ons beperken
tot de Euclidische n-dimensionale ruimte. Beschouw dus de inproduct-ruimte
En = (Rn, h·, ·i) waarbij het inproduct het standaard Euclidische inproduct
is zoals in Voorbeeld 7.1.4(1). Stel v = (x1, . . . , xn)t en w = (y1, . . . , yn)t,
dan is

hv, wi = x1y1 + · · ·+ xnyn ,

en bijgevolg krijgen we voor de hoek

\(v, w) = arccos
x1y1 + · · ·+ xnynp

(x2
1 + · · ·+ x2

n
)(y21 + · · ·+ y2

n
)
.

Notatie 9.1.3. Wanneer we werken in de Euclidische ruimte, is het zeer
gebruikelijk om het inproduct van twee vectoren u, v 2 Rn niet als hu, vi te
noteren, maar simpelweg als u · v of uv. Overeenkomstig zullen we ook soms
kvk2 = hv, vi schrijven als vv of zelfs v2. We zullen ook zelf in het vervolg
deze conventies aanhouden. Dit zou geen verwarring mogen veroorzaken,
aangezien er geen andere natuurlijke vermenigvuldiging is gedefinieerd op een
vectorruimte. Zie echter wel de volgende paragraaf 6.6, waar we in R3 wel een
vermenigvuldiging zullen invoeren die een paar van vectoren op een vector
afbeeldt; dit vectorieel product zullen we echter steeds als u⇥ v noteren.

9.2 A�ene deelruimten in Rn

We beginnen nu onze studie van de zogenaamde a�ene meetkunde; we her-
inneren de lezer aan Definitie 2.5.7 waar we a�ene deelruimten hebben inge-
voerd (in willekeurige K-vectorruimten). In het vervolg beperken we ons tot
reële vectorruimten, waar de begrippen een vertrouwde betekenis hebben.

We zullen vooreerst de a�ene deelruimten van Rn nader bestuderen en
meetkundig interpreteren. A�ene deelruimten van enkele specifieke dimen-
sies geven we meetkundige benamingen.

Definitie 9.2.1. Beschouw de vectorruimte Rn met n � 2.
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(i) Een a�ene deelruimte van dimensie 0 noemen we een punt.

(ii) Een a�ene deelruimte van dimensie 1 noemen we een rechte.

(iii) Een a�ene deelruimte van dimensie 2 noemen we een vlak.

(iv) Een a�ene deelruimte van dimensie n� 1 noemen we een hypervlak.

In R3 zijn vlakken en hypervlakken dezelfde objecten. We zeggen ook dat
een hypervlak codimensie gelijk aan 1 heeft.

Definitie 9.2.2. Beschouw de vectorruimte Rn. Een a�ene deelruimte van
Rn wordt ook wel een Euclidische deelruimte van Rn genoemd.

(i) Zij D een a�ene deelruimte van Rn. Wegens Lemma 2.5.10 bestaat er
een unieke deelruimte W  Rn waarvoor D = v +W voor een v 2 Rn.
We noemen W de geassocieerde vectordeelruimte of de onderliggende
vectordeelruimte van D en noteren W =: D0. We zeggen dat D een
getranslateerde is van W .

(ii) Zij D = v + D0 met D0  Rn. Elke vector in D noemen we een
plaatsvector van D. Elke vector in D0 noemen we een richtingsvector
van D.

Aangezien iedere 1-dimensionale deelruimte van de vorm {�w | � 2 R}
is, kunnen we een rechte voorstellen als

D = {v + �w | � 2 R}

voor zekere v 2 Rn en w 2 Rn \ {0}. Hierbij is v een plaatsvector van D, en
is w een richtingsvector, zodat dus D0 = {�w | � 2 R}.

Het is duidelijk dat een a�ene deelruimteD van dimensie k uniek bepaald
is door 1 plaatsvector en k lineair onafhankelijke richtingsvectoren.

Opmerking 9.2.3. (Ter informatie) Hoewel we hier spreken over a�ene
deelruimten, hebben we in feite nog niet vermeld wat we verstaan onder de
a�ene ruimte. We willen hier niet al te diep ingaan op de algemene axioma-
tische definitie van deze structuren, maar wegens hun belang in ondermeer
de fysica (bijvoorbeeld mechanica en kinematica) willen we hier toch even
een aantal aspecten nader toelichten.

Een a�ene ruimte is een verzameling E van elementen die we punten noe-
men. In tegenstelling tot vectorruimten geven we aan geen enkel punt een
bijzondere rol; een a�ene ruimte heeft dus geen “oorsprong”. Wel veronder-
stellen we dat de onderlinge ligging van de punten gemodelleerd is op een
vectorruimte V : elk koppel (a, b) van elementen van E bepaalt een element

177



van V , dat we als
�!
ab noterenzodanig dat

�!
ab +

�!
bc = �!ac. De elementen van V

worden in deze context vrije vectoren van E genoemd. Meer bepaald is elke
vrije vector een equivalentieklasse van equipollente1 koppels van punten van

E, en voor elke a 2 E bestaat er een unieke2 b 2 E zodat
�!
ab gelijk is aan de

gegeven (vrije) vector.
Wanneer we nu een specifiek punt o 2 E uitkiezen, bepaalt elk ander punt

een vector, en omgekeerd bepaalt elke (vrije) vector v 2 V een uniek punt
a van E zodat v = �!oa. De gepunte ruimte Eo, i.e. de verzameling E samen
met het uitverkoren punt o, krijgt op die manier de structuur van een vector-
ruimte, en die vectorruimte is isomorf met de onderliggende vectorruimte V .

In deze terminologie is een plaatsvector van een a�ene deelruimte dus
een gebonden vector, i.e. de vector hangt af van de keuze van de oorsprong o;
anderzijds zijn de richtingsvectoren vrije vectoren, die niet afhangen van de
keuze van o.

We bewijzen een meetkundige karakterisatie van a�ene deelruimten.

Lemma 9.2.4. Beschouw de vectorruimte Rn. Een deelverzameling D ✓ Rn

is een a�ene deelruimte van Rn als en slechts als

y + a(z � y) 2 D voor alle y, z 2 D en alle a 2 R . (9.1)

Meetkundig zegt dit dus precies dat een deelverzameling D ✓ Rn een a�ene
deelruimte is, dan en slechts als elke rechte door 2 punten van D volledig in
D ligt.

Bewijs. Veronderstel eerst dat D ✓ Rn een a�ene deelruimte is van Rn; per
definitie is dan D = W + v voor een zekere deelruimte W en een v 2 Rn.
Neem y, z 2 D en a 2 R willekeurig. Stel y = wy + v en z = wz + v met
wy, wz 2 W ; dan is

y + a(z � y) = (1� a)(wy + v) + a(wz + v)

= (1� a)wy + awz + v 2 W + v = D ,

en dus is (9.1) inderdaad voldaan.
Veronderstel omgekeerd dat (9.1) geldt. Neem y 2 D willekeurig; we

zullen aantonen dat de verzameling D � y := {d � y | d 2 D} een (vec-
tor)deelruimte is van Rn, en hieruit volgt dan dat D een a�ene deelruimte

1Twee koppels van punten (a, b) en (c, d) worden equipollent genoemd als hun beeld

onder ✓ gelijk is, m.a.w. als
�!
ab =

�!
cd.

2Dit volgt precies uit de hierboven vermelde bijectiviteit.
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is. Neem dus v, w 2 D� y en a 2 R willekeurig; we moeten enerzijds aanto-
nen dat v + w 2 D � y, en anderzijds dat av 2 D � y. Stel dus v = dv � y
en w = dw � y met dv, dw 2 D; dan is

av =
�
y + a(dv � y)

�
� y 2 D � y .

Anderzijds is

(v + w)/2 = (dv � y + dw � y)/2 =
�
dv +

1
2(dw � dv)

�
� y 2 D � y ,

en omdat we reeds hebben aangetoond dat D � y gesloten is onder scalaire
vermenigvuldiging, volgt hieruit dat ook v + w 2 D � y. ⇤

In Lemma 2.5.13 toonden we aan dat de oplossing van een niet-strijdig
stelsel vergelijkingen steeds een a�ene deelruimte is. We tonen hier aan dat
het omgekeerde ook geldig is.

Stelling 9.2.5. Zij D een a�ene deelruimte in de Euclidische ruimte Rn,
en stel dimD = d. Dan geldt:

(i) D is gelijk aan de oplossingsverzameling van een stelsel van n�d lineaire
vergelijkingen in n onbekenden over R.

(ii) Stel dat D = {X 2 Rn | AX = w}, dan is D0 = {X 2 Rn | AX = 0}.

Bewijs. Zij D = v +D0 met D0  Rn de geassocieerde vectordeelruimte en
v 2 Rn. We maken gebruik van het orthogonaal complement (D0)? van de
vectordeelruimte D0 met betrekking tot het standaard inproduct op Rn; zie
Definitie 7.2.1(iii).

Wegens Lemma 7.2.5 is dim (D0)? = n � d. Zij dus {b1, . . . , bn�d} een
basis van (D0)?. We tonen eerst aan dat w 2 D0 als en slechts als w · bi = 0
voor alle i = 1, . . . , n� d.

Als w 2 D0, dan is per definitie w·bi = 0 voor alle bi 2 (D0)?. Omgekeerd,
als voor een bepaalde w 2 Rn geldt dat w · bi = 0 voor alle i = 1, . . . , n� d,
dan is w · b = 0 voor alle b 2 (D0)?, en bijgevolg is w 2 ((D0)?)?; uit
Gevolg 7.2.6 volgt dat w 2 D0.

Merk vervolgens op dat z 2 D als en slechts als z � v 2 D0. Wegens de
vorige paragraaf hebben we dus dat z 2 D als en slechts als z · bi = v · bi
voor alle i 2 {1, . . . , n � d}. We drukken nu deze laatste uitdrukking uit in
coördinaten.

Zij bi = (bi1, . . . , bin)t 2 Rn en ci = v · bi 2 R voor alle i = 1, . . . , n � d.
Dan is z = (z1, . . . , zn)t 2 Rn een element van D als en slechts als

8
><

>:

b11z1 + b12z2 + · · ·+ b1nzn = c1
...

bn�d,1z1 + bn�d,2z2 + · · ·+ bn�d,nzn = cn�d .
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Hieruit volgt dat D gelijk is aan de oplossingsverzameling van een stelsel van
n� d lineaire vergelijkingen in n onbekenden; dit bewijst (i). Aangezien D0

precies bestaat uit de elementen z zodat z · bi = 0, volgt ook (ii). ⇤
Opmerking 9.2.6. Het bewijs van voorgaande stelling geeft ons ook een
methode om, gegeven een a�ene deelruimte, een stelsel te bepalen waarvan
deze a�ene ruimte de oplossingsverzameling is. Bemerk dat dit stelsel zeker
niet uniek is.

Als bijzonder geval kunnen we enerzijds de hypervlakken een eenvoudige
beschrijving geven, en anderzijds een interessante meetkundige interpretatie
bekomen van de voorgaande stelling.

Gevolg 9.2.7. (i) Zij H een hypervlak in Rn. Dan bestaan er reële getal-
len a1, . . . , an, b 2 R zodat

H = {(x1, . . . , xn)
t 2 Rn | a1x1 + · · ·+ anxn + b = 0}.

(ii) Zij D een a�ene deelruimte van dimensie d. Dan bestaan er n � d
hypervlakken H1, . . . , Hn�d zodanig dat D = H1 \ · · · \Hn�d.

Bewijs. (i) Uit Stelling 9.2.5 volgt dat een (n � 1)-dimensionale a�ene
deelruimte de oplossingsverzameling is van n � (n � 1) = 1 lineaire
vergelijking.

(ii) Aangezien een d-dimensionale a�ene deelruimte de oplossingsverzame-
ling van n� d lineaire vergelijkingen is, volgt het gestelde uit (i). ⇤

Het is duidelijk dat er door twee verschillende punten in R3 een rechte
gaat. We veralgemenen dit feit naar k punten in Rn.

Lemma 9.2.8. Beschouw k punten p1, . . . , pk in Rn. Dan is, voor alle i, j =
1, . . . , k,

pi + span(p1 � pi, . . . , pk � pi) = pj + span(p1 � pj, . . . , pk � pj).

Stel dat D een a�ene deelruimte is met p1, . . . , pk 2 D, dan geldt er dat
p1 + span(p2 � p1, . . . , pk � p1) ✓ D.

Bewijs. Vermits p` � pj = (p` � pi) � (pj � pi) voor alle `, i, j = 1, . . . , k,
geldt dat span(p1 � pi, . . . , pk � pi) = span(p1 � pj, . . . , pk � pj). Aangezien
pi � pj 2 span(p1 � pj, . . . , pk � pj), volgt er nu uit Lemma 2.5.10 dat

pi + span(p1 � pi, . . . , pk � pi) = pj + span(p1 � pj, . . . , pk � pj).

Stel vervolgens dat p1, . . . , pk 2 D; dan is D = p1 + D0. Hieruit volgt dat
p2� p1, . . . , pk � p1 2 D0, dus is ook span(p2� p1, . . . , pk � p1) ✓ D0. Hieruit
volgt het gestelde. ⇤
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Definitie 9.2.9. Beschouw k punten p1, . . . , pk in Rn. Dan noemen we de
a�ene deelruimte

p1 + span(p2 � p1, . . . , pk � p1)

de a�ene deelruimte bepaald door of opgespannen door de punten p1, . . . , pk.
Uit Lemma 9.2.8 volgt dat dit de kleinste a�ene deelruimte is die de punten
p1, . . . , pk bevat.

Opmerking 9.2.10. We hebben dim(p1+span(p2�p1, . . . , pk�p1))  k�1;
de gelijkheid geldt als en slechts als de verzameling van richtingsvectoren
{p2 � p1, . . . , pk � p1} lineair onafhankelijk is.

We definiëren wanneer twee a�ene deelruimten parallel zijn:

Definitie 9.2.11. (i) Zij D = v + D0 een a�ene deelruimte van V . Een
vector w 2 V noemen we parallel aan D, als en slechts als w 2 D0; we
noteren dit als w k D.

(ii) Beschouw twee a�ene deelruimten D = v+D0 en D0 = v0 +D0
0 van V .

Dan noemen we D en D0 parallel aan elkaar als en slechts als D0  D0
0

of D0
0  D0. We noteren dit met D k D0.

In het bijzonder zijn twee a�ene deelruimten D en D0 van dezelfde
dimensie parallel aan elkaar als en slechts dan als D0 = D0

0.

Anderzijds veralgemenen we ook het begrip van orthogonale vectoren, dat
we hebben ingevoerd in Definitie 7.2.1, tot willekeurige a�ene deelruimten
van de Euclidische deelruimte Rn.

Definitie 9.2.12. (i) Zij D = v +D0 een a�ene deelruimte van Rn. We
zeggen dat een vector w 2 Rn orthogonaal op D staat als en slechts als
w orthogonaal staat op elke vector van D0; we noteren dit als w ? D.

(ii) Beschouw twee a�ene deelruimten D = v + D0 en D0 = v0 + D0
0 van

V . Dan staan D en D0 orthogonaal op elkaar als en slechts als elke
vector van D0 loodrecht staat op elke vector van D0

0. We noteren dit
met D ? D0.

Stel dat D ? D0, dan is noodzakelijk D0 \D0
0 = {0}. Immers, in de Eu-

clidische ruimte is de nulvector het enige element dat orthogonaal op zichzelf
staat.

9.3 Hypervlakken in Rn

Een hypervlak in Rn is een a�ene deelruimte van dimensie n� 1.
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Definitie 9.3.1. Zij H een hypervlak in Rn. Uit Gevolg 9.2.7 volgt dat H
van de vorm

H = {(x1, . . . , xn)
t 2 Rn | a1x1 + · · ·+ anxn + b = 0}

is, voor zekere vaste reële getallen a1, . . . , an, b 2 R. Wanneer we de vector
(a1, . . . , an)t 2 Rn noteren als n, kunnen we de vergelijking van H herschrij-
ven als

H = {v 2 Rn | n · v + b = 0} .
Elke niet-nul vector m met m ? H (of equivalent, m ? H0) noemen we een
normaalvector voor H.

Zij H gegeven door de vergelijking n · v + b = 0. Er volgt dat n ? H0, en
aangezien dim(H0)? = n � (n � 1) = 1, volgt dat iedere normaalvector van
H een scalair veelvoud van n is.

Lemma 9.3.2. Beschouw in Rn een niet-nul vector n = (a1, . . . , an)t, en
een willekeurig punt p = (p1, . . . , pn)t. Dan is er een uniek hypervlak met
normaalvector n dat het punt p bevat.

Bewijs. Alle hypervlakken met normaalvector n hebben de gedaante

H = {(x1, . . . , xn)
t 2 Rn | a1x1 + · · ·+ anxn + b = 0}

voor een zekere b 2 R. Het is nu duidelijk dat de voorwaarde p 2 H het getal
b uniek bepaalt; we krijgen b = �(a1p1+ · · ·+ anpn), en bijgevolg kunnen we
de vergelijking van H herschrijven als

H = {(x1, . . . , xn)
t 2 Rn | a1(x1 � p1) + · · ·+ an(xn � pn) = 0} ,

of nog, in vectoriële notatie,

H = {v 2 Rn | n · (v � p) = 0} . ⇤

Lemma 9.3.3. Beschouw in Rn twee hypervlakken

H = {v 2 Rn | n · v + b = 0} en

H 0 = {v 2 Rn | n0 · v + b0 = 0} .

Dan is H k H 0 als en slechts als n en n0 lineair afhankelijk zijn.

Bewijs. Omdat dim(H) = dim(H 0), is H k H 0 als en slechts als H0 = H 0
0,

waarbij H0 = {v 2 Rn | n · v = 0} en H 0
0 = {v 2 Rn | n0 · v = 0}. Als n

en n0 evenredig zijn, dan is uiteraard H0 = H 0
0. Omgekeerd, als H0 = H 0

0

dan zijn n en n0 normaalvectoren van hetzelfde hypervlak, en bijgevolg zijn
ze evenredig aan elkaar. ⇤
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Als n > 2, dan kunnen twee hypervlakken nooit orthogonaal op elkaar
staan. Stel immers dat H ? H 0; dan volgt uit de dimensiestelling dat

dim(H0 +H 0
0) = (n� 1) + (n� 1)� 0 = 2n� 2 > n,

een tegenstrijdigheid. Nochtans definiëren we hieronder orthogonale hy-
pervlakken; we benadrukken dat deze definitie niet conform is met Defi-
nitie 9.2.12, maar dat er precies door deze beschouwingen geen verwarring
mogelijk is. (In het geval n = 2 blijken beide begrippen met elkaar samen te
vallen.)

Definitie 9.3.4. We zeggen dat twee hypervlakken H en H 0 van Rn ortho-
gonaal op elkaar staan, als en slechts als hun normaalvectoren orthogonaal
op elkaar staan.

Aangezien normaalvectoren op een evenredigheidsfactor na uniek bepaald
zijn, is deze definitie onafhankelijk van de gekozen normaalvectoren.

We veralgemenen de definitie van orthogonale hypervlakken en definiëren
de hoek tussen twee hypervlakken.

Definitie 9.3.5. We definiëren de hoek tussen twee hypervlakken als de
kleinste hoek ingesloten door hun normaalvectoren.

Merk op dat de hoek ↵ = \(n, n0) onveranderd blijft als we n of n0 ver-
vangen door een positief veelvoud, maar verandert in ⇡ � ↵ als we n of n0

vervangen door een negatief veelvoud. (Indien we beide vervangen door een
negatief veelvoud bekomen we uiteraard opnieuw ↵.) De kleinste hoek is
dus ofwel ↵, ofwel ⇡� ↵, en is bijgevolg steeds bevat in het interval [0, ⇡/2].
Indien de hoek 0 is, zijn de hypervlakken parallel aan elkaar; indien de hoek
⇡/2 is, zijn ze orthogonaal aan elkaar.

Lemma 9.3.6. Beschouw in Rn twee hypervlakken H en H 0, met respectieve
normaalvectoren n en n0. Dan is

\(H,H 0) = arccos
|n · n0|

knk · kn0k .

Bewijs. Aangezien arccos(�t) = ⇡� arccos(t) voor alle t 2 [�1, 1], en arccos
de waarden [0, ⇡/2] aanneemt op het interval [0, 1], volgt deze formule uit de
definities. ⇤

9.4 Toepassingen

In deze sectie bekijken we verscheidene toepassingen van de voorgaande sec-
ties. We bestuderen een aantal resultaten in verband met de onderlinge
ligging van rechten, vlakken en hypervlakken in Rn.
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Lemma 9.4.1. Zij H een hypervlak met normaalvector n, en L een rechte
met richtingsvector r. Dan is L ? H als en slechts als n en r lineair afhan-
kelijk zijn.

Bewijs. Per definitie is L ? H als en slechts als elke vector van L0 orthogo-
naal is met elke vector van H0. De vectoren van L0 zijn precies de scalaire
veelvouden van r, en een vector staat loodrecht op H0 = {x 2 Rn | x ·n = 0}
als en slechts als hij evenredig is met een (willekeurige) normaalvector van H.
Dit bewijst het gestelde. ⇤

Merk op dat in R3 geldt dat twee vectoren lineair afhankelijk zijn als en
slechts als hun vectorieel product 0 is. In R3 bekomen we dus dat L ? H als
en slechts als n⇥ r = 0.

In Definitie 7.1.1 definieerden we de afstand tussen twee vectoren in een
inproduct-ruimte. We willen deze definitie nu uitbreiden tot de afstand tus-
sen twee willekeurige a�ene deelruimten.

Definitie 9.4.2. (i) ZijD enD0 twee a�ene deelruimten in Rn. We defini-
eren de afstand tussen D en D0 als de kortst mogelijke afstand tussen
een punt van D en een punt van D0. We noteren dit als dist(D,D0).

(ii) ZijD = q+D0, en zij p 2 Rn\D een punt niet opD gelegen. De loodlijn
uit p op D is de rechte met als plaatsvector p en als richtingsvector
proj

D
?
0
(p� q), waarbij proj

D
?
0
de orthogonale projectie is op D?

0 zoals
gedefinieerd in Definitie 7.2.8.

Stelling 9.4.3. Zij D = q + D0, zij p 2 Rn \ D, en zij L de loodlijn uit p
op D. Dan geldt:

(i) De rechte L staat loodrecht op D, en

L \D = {q + proj
D0
(p� q)} = {p� proj

D
?
0
(p� q)}.

(ii) dist(p,D) = dist(p, L \D) = kproj
D

?
0
(p� q)k.

(iii) De rechte L is de unieke rechte door p, loodrecht op D, met L\D 6= ;.

Bewijs. (i) Aangezien L een richtingsvector heeft in D?
0 , staat L loodrecht

op D. We bepalen nu L \D. Merk op dat

p� q = proj
D0
(p� q) + proj

D
?
0
(p� q).

We hebben nu enerzijds dat q + proj
D0
(p � q) 2 q + D0 = D, terwijl

anderzijds q+proj
D0
(p� q) = p�proj

D
?
0
(p� q) 2 L. Aangezien p 62 D

is L 6✓ D, en we besluiten dat L \D = {q + proj
D0
(p� q)}.
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(ii) Zij w 2 D \ {q + proj
D0
(p � q)}; dan is w � q 2 D0 \ {projD0

(p � q)}.
We passen Stelling 7.2.10 toe en bekomen

dist(p� q, w � q) > dist(p� q, proj
D0
(p� q)).

Dit is equivalent met

dist(p, w) > dist(p, q + proj
D0
(p� q)) = dist(p, L \D),

waaruit volgt dat dist(p,D) = dist(p, L \D). Merk ten slotte op dat

dist(p, L \D) = kp� (p� proj
D

?
0
(p� q))k = kproj

D
?
0
(p� q)k.

(iii) Zij M een willekeurige rechte door p, loodrecht op D, met M \D 6= ;;
stel M \D = {z}. Dan is M ✓ p+D?

0 , zodat z 2 (p+D?
0 )\D. Maar

dan is D = z +D0 en p+D?
0 = z +D?

0 , waaruit volgt dat

(p+D?
0 ) \D = (z +D?

0 ) \ (z +D0) = z + (D?
0 \D0) = {z}.

Hieruit volgt dat z niet afhangt van de keuze van M , en bijgevolg is M
de unieke rechte door p en dit punt z. ⇤

We bestuderen nu het specifieke geval van de loodlijn uit een punt op een
hypervlak en de afstand van een punt tot een hypervlak in Rn.

Lemma 9.4.4. Zij H een hypervlak met vergelijking n · v + b = 0, en p een
punt in Rn \H. Dan geldt:

(i) De loodlijn vanuit p op H wordt gegeven door

L = {v 2 Rn | (v � p) en n zijn lineair afhankelijk } .

(ii) De afstand van p tot H is gelijk aan

dist(p,H) =
|n · p+ b|

knk .

Bewijs. (i) Zij L de loodlijn vanuit p op H. Aangezien L ? H, volgt uit
Lemma 9.4.1 dat n een richtingsvector is voor L, en aangezien uiteraard
p een plaatsvector is, wordt een willekeurige vector van L gegeven door
v = p+ �n met � 2 R. Dit is equivalent met

L = {v 2 Rn | (v � p) en n zijn lineair afhankelijk } .
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(ii) We passen Stelling 9.4.3(ii) toe. Zij q 2 H willekeurig; dan is H =
q +H0, en q · n + b = 0. Merk op dat H?

0 = Rn; bijgevolg is {n/knk}
een orthonormale basis voor H?

0 . We kunnen de projectie op H?
0 nu

bepalen met behulp van Lemma 7.2.9(ii), en we vinden

dist(p,H) = kproj
H

?
0
(p� q)k

=
���
⇣
(p� q) · n

knk

⌘ n

knk

���

=
|p · n� q · n|

knk =
|p · n+ b|

knk . ⇤

We bestuderen nu de loodlijn uit een punt op een rechte en de afstand
van een punt tot een rechte in Rn. We bekijken eerst even het geval n = 3
apart, en geven nadien het resultaat voor algemene n.

Lemma 9.4.5. Zij p een punt in R3, en zij M een rechte met plaatsvector q
en richtingsvector r. Veronderstel dat p 62 M . Dan is

dist(p,M) =
kr ⇥ (p� q)k

krk .

Bewijs. Zij y de projectie van p op de rechte M . Dan is r ⇥ (p � q) =
r ⇥ ((p� y) + (y � q)) = r ⇥ (p� y), en uit Stelling 6.6.5(ix) halen we dat

kr ⇥ (p� y)k = krk · kp� yk · sin(⇡/2) = krk · kp� yk,

zodat

dist(p,M) = dist(p, y) = kp� yk =
kr ⇥ (p� q)k

krk . ⇤

Lemma 9.4.6. Zij p een punt in Rn en M een rechte met plaatsvector q en
richtingsvector r. Veronderstel dat p 62 M . Dan is de loodlijn L vanuit p op
M de rechte door de punten p en q + r·(p�q)

krk2 r. De afstand van p tot M is
gegeven door

dist(p,M) =

q
krk2 kp� qk2 �

�
r · (p� q)

�2

krk .

Bewijs. We passen opnieuw Stelling 9.4.3 toe. We hebben M = q+M0, met
M0 = Rr, en we gebruiken opnieuw Lemma 7.2.9(ii). Hieruit halen we

y := q + proj
M0

(p� q) = q +
⇣
(p� q) · r

krk

⌘ r

krk = q +
r · (p� q)

krk2 r.
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Ten slotte vinden we

dist(p,M) = dist(p, y)

=

����q � p+
r · (p� q)

krk2 r

����

=

s

kq � pk2 +
✓
r · (p� q)

krk2

◆2

krk2 + 2
r · (p� q)

krk2 (q � p) · r

=

q
krk2 kp� qk2 �

�
r · (p� q)

�2

krk . ⇤

Opmerking 9.4.7. In het geval n = 3 herleidt de formule uit Lemma 9.4.6
zich tot deze uit Lemma 9.4.5 door middel van de identiteit van Lagrange;
zie Stelling 6.6.5(viii).

In de drie-dimensionale Euclidische ruimte R3 hebben twee niet-parallelle
(hyper)vlakken de bijzondere eigenschap dat ze snijden in een rechte, waarvan
de richting dus bepaald is door één vector. We vinden die vector als volgt
terug:

Lemma 9.4.8. Zij H en H 0 twee niet-parallelle vlakken in R3, met respec-
tieve normaalvectoren n en n0. Dan is H \H 0 een rechte met richtingsvector
n⇥ n0.

Bewijs. Aangezien H en H 0 niet parallel zijn aan elkaar, snijden ze noodza-
kelijk in een rechte L = H \ H 0. Omdat n ? H, is in het bijzonder n ? L,
en analoog n0 ? L. Aangezien ook n ⇥ n0 orthogonaal staat op zowel n
als n0, en de richting van n ⇥ n0 uniek bepaald is door deze eigenschap (zie
Opmerking 6.6.6(ii)), volgt hieruit dat n⇥ n0 k L. ⇤

Ten slotte beschouwen we de situatie waarin twee rechten in R3 elkaar
kruisen, d.w.z. ze zijn noch parallel, noch snijdend. Een gemeenschappelijke
loodlijn is een rechte die deze twee rechten loodrecht snijdt. We tonen aan dat
een dergelijke gemeenschappelijke loodlijn bestaat en uniek is, en we bepalen
de vergelijking ervan. Dit zal ons ook in staat stellen om de afstand tussen
twee kruisende rechten te bepalen.

Lemma 9.4.9. Beschouw twee kruisende rechten L en M in R3. Dan is
er een unieke rechte N die zowel L als M orthogonaal snijdt. Als L en M
gegeven zijn door

L = {p+ �r | � 2 R} ,
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M = {q + �s | � 2 R} ,

dan heeft N richtingsvector r ⇥ s, en de snijpunten van N met L en M zijn
respectievelijk gegeven door

y = p+
(q � p) ·

�
s⇥ (r ⇥ s)

�

kr ⇥ sk2 r en

z = q +
(q � p) ·

�
r ⇥ (r ⇥ s)

�

kr ⇥ sk2 s .

Bovendien is de afstand van L tot M gelijk aan

dist(L,M) = dist(y, z) =
|(q � p) · (r ⇥ s)|

kr ⇥ sk .

Bewijs. Aangezien L enM respectieve richtingsvectoren r en s hebben, waar-
bij r en s lineair onafhankelijk zijn omdat L en M niet parallel zijn, moet
een gemeenschappelijke loodlijn in elk geval richtingsvector u = r ⇥ s ( 6= 0)
hebben.

Beschouw nu het vlak ↵ door L en parallel met u, en het vlak � door M
en parallel met u. Merk op dat ↵ richtingsvectoren r en u heeft, en dat �
richtingsvectoren s en u heeft. Omdat {r, s, u} een basis is, volgt hieruit dat
↵ , �, en dus is ↵\� een rechte, die uiteraard u als richtingsvector heeft, en
die zowel L als M snijdt. Omgekeerd moet elke gemeenschappelijke loodlijn
van L en M bevat zijn in zowel ↵ als �, en dit toont dus aan dat ↵ \ � de
unieke gemeenschappelijke loodlijn N van L en M is.

We zoeken nu een expliciete vergelijking voor ↵. Omdat ↵ richtingsvecto-
ren r en r⇥s heeft, is een normaalvector van ↵ gegeven door n↵ = r⇥(r⇥s).
We kunnen dus ↵ voorstellen door de vectorvergelijking

↵ =
�
v 2 R3 | (v � p) ·

�
r ⇥ (r ⇥ s)

�
= 0
 
. (9.2)

Het snijpunt z van N met M is nu precies gelijk aan ↵\M . We beschouwen
dus een punt z = q + �s van M , en we drukken uit dat z 2 ↵. We bekomen

� =
(p� q) ·

�
r ⇥ (r ⇥ s)

�

s ·
�
r ⇥ (r ⇥ s)

� .

Stelling 6.6.5(i) en (v) leert ons dat

s ·
�
r ⇥ (r ⇥ s)

�
= (s⇥ r) · (r ⇥ s) = �kr ⇥ sk2 ,

en we bekomen de gezochte uitdrukking voor het punt z. Op analoge wijze
bekomen we de uitdrukking voor het snijpunt y van N met L.
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Ten slotte berekenen we de afstand dist(L,M). De kortste afstand tussen
een punt van L en een punt vanM is duidelijkerwijze gegeven door de afstand
langs de gemeenschappelijke loodlijn, dus dist(L,M) = dist(y, z). In principe
kan men via de gevonden uitdrukkingen voor y en z nu dist(y, z) berekenen.
Een e�ciëntere methode gaat als volgt. We kunnen de vector q�p opsplitsen
in een stuk langs L, een stuk langs N en een stuk langs M . Meer bepaald
schrijven we q�p = (q�z)+(z�y)+(y�p), en merk op dat (q�z) · (r⇥s)
en (y � p) · (r ⇥ s) beide 0 zijn. Bijgevolg is

(q � p) · (r ⇥ s) = (z � y) · (r ⇥ s) .

Schrijf nu z � y = �(r ⇥ s), en gebruik de gelijkheid in de Ongelijkheid van
Cauchy–Schwarz (Stelling 7.1.7); dan vinden we

dist(y, z) = kz � yk =
|(z � y) · (r ⇥ s)|

kr ⇥ sk =
|(q � p) · (r ⇥ s)|

kr ⇥ sk ,

en we vinden de gezochte formule terug. ⇤
Opmerking 9.4.10. Indien we gëınteresseerd zijn in een expliciete vergelij-
king voor N , kunnen we zeer eenvoudig te werk gaan door N te beschrijven
als de doorsnede van de vlakken ↵ en � die we in het bewijs hebben gebruikt.
Stel zoals gewoonlijk p = (p1, p2, p3)t, en analoog voor q, r en s. Uit vergelij-
king (9.2) volgt dat ↵ bestaat uit de vectoren (x, y, z)t 2 R3 die voldoen aan
de vergelijking

������

x� p1 y � p2 z � p3
r1 r2 r3

r2s3 � r3s2 r3s1 � r1s3 r1s2 � r2s1

������
= 0 ,

en analoog bestaat � uit de vectoren (x, y, z)t 2 R3 die voldoen aan
������

x� q1 y � q2 z � q3
s1 s2 s3

r2s3 � r3s2 r3s1 � r1s3 r1s2 � r2s1

������
= 0 .

We kunnen nu de gemeenschappelijke loodlijn N omschrijven als de verza-
meling van vectoren (x, y, z)t 2 R3 die aan beide vergelijkingen voldoen.

9.5 De Euclidische groep E(n)

In deze laatste paragraaf van dit hoofdstuk besteden we aandacht aan de
isometrieën van de Euclidische ruimte Rn.
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Definitie 9.5.1. (i) Beschouw de Euclidische ruimte Rn. Een isometrie
van Rn is een bijectieve afbeelding ' van Rn naar zichzelf die de afstand
bewaart, i.e. dist('(v),'(w)) = dist(v, w) voor alle v, w 2 Rn.

(ii) De verzameling van alle isometrieën van Rn vormt een groep (met de
samenstelling als bewerking), die we de isometriegroep van Rn noemen;
dit wordt ook de Euclidische n-dimensionale groep genoemd, en we
noteren deze groep als E(n) of ISO(n).

(iii) Voor elke v 2 Rn beschouwen we de afbeelding

Tv : Rn ! Rn : w 7! w + v .

Het is duidelijk dat Tv 2 E(n), en dat de verzameling

T(n) := {Tv | v 2 Rn}

een deelgroep vormt van E(n). We noemen de elementen Tv translaties
van Rn, en de deelgroep T(n) de translatiegroep van Rn.

Merk op dat isometrieën niet noodzakelijk lineair zijn.

Lemma 9.5.2. Zij Q 2 O(n). Dan is ' := LQ 2 E(n).

Bewijs. Voor alle v, w 2 Rn hebben we

'(v) · '(w) = Qv ·Qw = (Qv)t(Qw) = vtQtQw = vtw = v · w ,

en dus bewaart ' het inproduct. Hieruit volgt dat ' ook de afstand bewaart.
Aangezien Q inverteerbaar is, is ' bijectief. ⇤

Stelling 9.5.3. Zij E0(n) de verzameling van de elementen van E(n) die de
oorsprong 0 vasthouden. Dan is

(1) E0(n) = O(n) (waarbij we LQ identificeren met Q),

(2) E(n) = T(n)O(n).

Bewijs. (i) Uit het voorgaande lemma volgt dat O(n) ✓ E0(n). We tonen
aan dat ook E0(n) ✓ O(n).
Zij ' 2 E0(n). Aangezien ' de afstand bewaart en 0 fixeert, bewaart
het ook de norm. Uit de relatie v ·w = 1

2

�
kv+wk2�kvk2�kwk2

�
volgt

dan dat ' ook het inproduct bewaart. Hieruit volgt dan op zijn beurt
dat ' ook de hoeken bewaart.
We tonen vervolgens aan dat ' een lineaire afbeelding is. Stel dus v, w 2
Rn en �, µ 2 R, en beschouw u = '(�v + µw) � �'(v) � µ'(w). We
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moeten aantonen dat u = 0, en omdat ' surjectief is en het inproduct
niet-ontaard is (zie Lemma 7.1.2), volstaat het hiertoe om aan te tonen
dat u · '(z) = 0 voor alle z 2 Rn. Door gebruik te maken van de
bilineariteit van het inproduct, evenals het feit dat ' het inproduct
bewaart, vinden we

u · '(z) = '(�v + µw) · '(z)� �'(v) · '(z)� µ'(w) · '(z)
= (�v + µw) · z � �v · z � µw · z
= 0 .

Dus ' 2 GLn(R). Aangezien ' zowel afstand als hoeken bewaart, zal '
elke orthonormale basis afbeelden op een orthonormale basis. Hieruit
volgt nu, via een redenering die analoog is aan die in Stelling 7.2.12,
dat ' 2 O(n).

(ii) Zij ' 2 E(n), en stel '(0) = v. Beschouw dan de translatie T�v = T�1
v

;
deze zal v afbeelden op 0, zodat de samenstelling T�1

v
�' de oorsprong

0 zal vasthouden. Dus T�1
v

� ' 2 E0(n) = O(n), en bijgevolg

' 2 Tv · O(n) ⇢ T(n)O(n) . ⇤

Opmerking 9.5.4. Aangezien T(n)\O(n) = 1, zal elk element van E(n) op
unieke wijze te schrijven zijn als het product van een element van T(n) en
een element van O(n). Samen met nog een aantal andere groepentheoretische
eigenschappen levert dit dat de groep E(n) een zogenaamd semidirect product
is van de groepen O(n) en T(n).

Definitie 9.5.5. (i) Zij ' 2 E(n), en schrijf ' = Tv '0, waarbij '0 2
E0(n) = O(n) uniek bepaald is door '. Aangezien '0 2 O(n), is det'0 2
{1,�1}. Als det'0 = 1, noemen we ' een directe isometrie of een
verplaatsing (soms ook starre verplaatsing of starre beweging genoemd,
vooral in de mechanica van starre lichamen); als det'0 = �1, noemen
we ' een indirecte isometrie.

(ii) De verzameling van alle directe isometrieën van Rn vormt een deelgroep
van E(n) die we als E

+(n) noteren, en de verplaatsingsgroep van Rn

noemen.

Opmerking 9.5.6. Uit Stelling 9.5.3(ii) volgt dat E+(n) = T(n)SO(n).
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n-dimensionale algemene lineaire groep
(over R), 122

n-dimensionale orthogonale groep (over
R), 122

n-dimensionale speciale orthogonale groep
(over R), 122

adjunct, 92
afbeelding, 5

bijectief, 54
injectief, 54
inverse, 73
inverteerbaar, 73
surjectief, 54

a�ene deelruimte, 64, 176–183
codimensie, 177
dimensie, 65
geassocieerde vectordeelruimte, 177
onderliggende vectordeelruimte, 177
orthogonale a�ene deelruimten, 181
orthogonale vector, 181
parallelle a�ene deelruimten, 181
parallelle vector, 181
plaatsvector, 177
richtingsvector, 177

a�ene ruimte, 177
a�ene transformatie, 123
afstand, 148, 176, 185, 186, 188, 190

Euclidische afstand, 148
algebraische multipliciteit, 108
algemene lineaire groep, 74, 161
alternatief-stelling, 61
automorfisme, 59

basis, 41, 44, 46, 58
aanvullen tot een basis, 44
beperken tot een basis, 44
coordinaten, 77
coordinatenvector, 77
duale basis, 171

georienteerde basis, zie georienteerde
basis

orthogonale basis, 152
orthonormale basis, 139, 152, 160
standaardbasis, 41

beeld, 56
beweging, 129
bi-additief, 148
bi-vector, 145
bijectie, 54
bijectief, 54
bijna alle, 53
blokdiagonaalmatrix, 18
bovendriehoeksmatrix, 18
bra, 150

Cauchy-Schwarz, 116
codimensie, 177
cofactor, 91
commutatief diagram, 79
compleet, 150
complement, 50

orthogonaal complement, 153
complex getal, 6

complexe toevoeging, 6
norm, 6

complexe toevoeging, 6
component

van een matrix, 16
conjugatieklasse, 85
coordinaatfunctie, 170
coordinaten, 77
coordinatenisomorfisme, 77
coordinatentransformatie, 82
coordinatenvector, 77

de hoek, 117
deelruimte, 36

a�ene, zie a�ene deelruimte
complement, 50
directe som, 47

192



Euclidische deelruimte, 177
som, 47
voortgebracht door, 38

deelverzameling, 5
determinant, 85–95, 144

ontwikkelen, 90
van een lineaire operator, 97

determinantafbeelding, 89
dezelfde oriëntatie, 127
diagonaalmatrix, 18
diagonaliseerbaar, 103
diagonaliseren, 103–109
dimensie, 45, 65

codimensie, 177
dimensiestelling

van Grassmann, 49
voor deelruimten, 49
voor lineaire afbeeldingen, 60

direct georienteerd, 138
direct product, 53
directe isometrie, 191
directe som, 51, 53

inwendige, 52
uitwendige, 52
van deelruimten, 47

disjuncte unie, 48
doorsnede, 5
driehoeksongelijkheid, 152
duale afbeelding, 172
duale basis, 171
duale ruimte, 170, 172

duale basis, 171
dualiteit, 170

Hodge dualiteit, 145

echelonmatrices, 27
echelonvorm, 27
eenheidsmatrix, 18
eigenruimte, 100
eigenvector, 100
eigenwaarde, 100

algebraische multipliciteit, 108
meetkundige multipliciteit, 108

eindig veld, 10
eindig-dimensionaal, 43
element

van een matrix, 16
elementaire matrix, 161
elementaire rijoperatie, 26

endomorfisme, 55
endomorfismenring, 73
equipollent, 178
Euclidisch vlak, 115
Euclidische afstand, 148
Euclidische deelruimte, 177
Euclidische groep, 189–191
Euclidische hoek, 143, 176
Euclidische inproduct, 148, 176
Euclidische ruimte, 115, 148, 175–176

afstand, 148, 190
Euclidische deelruimte, 177
formule van Lagrange, 141
hoek, 143, 176
hypervlak, 181
identiteit van Lagrange, 141, 187
inproduct, 176
isometrie, 190
isometriegroep, 190
Jacobi identiteit, 141, 144
orienteren, 138
tripel-product, 141, 144
vectorproduct, 138–145
verplaatsingsgroep, 191

event, 149

formule van Lagrange, 141
functie, 5

geassocieerde vectordeelruimte, 177
gebonden vector, 178
geconjugeerde matrices, 85
gelijk georienteerd, 138
gemeenschappelijke loodlijn, 187
georienteerde basis

direct georienteerd, 138
gelijk georienteerd, 138
indirect georienteerd, 138
negatief georienteerd, 138
positief georienteerd, 138, 141
tegengesteld georienteerd, 138

gepunte ruimte, 178
getransponeerde matrix, 21, 172
goed gedefinieerd, 65
graad, 13
Gram-Schmidt orthonormalisatie proce-

dure, 118
groep, 11

hermitische matrix, 159
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hermitische operator, 159
Hilbertruimte, 150

reeksruimte, 150
Hodge dualiteit, 145
hoek, 143, 175, 176, 183

Euclidische hoek, 176
hoek tussen hypervlakken, 183

homogeniteit van de norm, 148
hypervlak, 176–183

afstand tot een punt, 185
hoek tussen hypervlakken, 183
normaalvector, 182
orthogonale hypervlakken, 183

identieke afbeelding, 55
identiteit van Lagrange, 141, 187
indirect georienteerd, 138
indirecte isometrie, 191
injectie, 54
injectief, 54
inproduct, 141, 147–149, 159, 160

bi-additiviteit, 148
Euclidische inproduct, 148, 176
Minkowski inproduct, 149
sesquilineariteit, 148
standaard, 148, 149, 159, 160

inproduct-ruimte, 147
afstand, 148
driehoeksongelijkheid, 152
Euclidische ruimte, 148, 176
Hilbertruimte, 150
hoek, 175
norm, 147
ongelijkheid van Cauchy–Schwarz, 151
reeksruimte, 150

intersectie, 5
inverse, 10
inverse beeld, 53
inverse matrix, 21
inverteerbaar, 73
involutie, 163
inwendige directe som, 52
irreducibel, 16
isometrie, 190

directe isometrie, 191
indirecte isometrie, 191
starre beweging, 191
starre verplaatsing, 191
verplaatsing, 191

isometriegroep, 190
verplaatsingsgroep, 191

isomorf, 59
isomorfisme, 59

Jacobi identiteit, 141, 144
Jordan matrix, 112
Jordan normaalvorm, 111, 112

karakteristieke veelterm, 97–101, 169
karakteristieke vergelijking, 99
kardinaliteit, 5
kern, 56
ket, 150
kolommatrix, 17
kolommen, 16
kolommenruimte, 34

standaardbasis, 41
Kronecker delta, 71
kruisproduct, zie vectorproduct
kwantummechanica, 150

lengte, 116
Lie algebra, 144
Lie groep, 163
lineair afhankelijk, 39, 141
lineair onafhankelijk, 40, 58, 104
lineaire afbeelding, 54

beeld, 56
duale afbeelding, 172
inverteerbaar, 73
kern, 56
matrixvoorstelling, 77–95

lineaire combinatie, 37, 41
triviale, 37

lineaire deel, 123
lineaire groep, 161

algemene lineaire groep, 74, 161
orthogonale groep, 163, 190
speciale lineaire groep, 162
speciale orthogonale groep, 163, 191
speciale unitaire groep, 163
unitaire groep, 163

lineaire operator, 55, 97–100
determinant, 97
diagonaliseerbaar, 103
diagonaliseren, 103–109
eigenruimte, 100, 108
eigenvector, 100
eigenwaarde, 100

194



algebraische multipliciteit, 108
meetkundige multipliciteit, 108

hermitische operator, 159
inverteerbaar, 73
Jordan normaalvorm, 112
karakteristieke veelterm, 97–101, 168,

169
karakteristieke vergelijking, 99
matrixvoorstelling, 97
minimaalveelterm, 167, 169
projectie-operator, 56
shiftoperator, 56
spoor, 100
symmetrische operator, 159

lineaire variëteit, 64
lineaire vorm, 170
loodlijn, 186
loodrecht, 117, 152

matrix, 16, 77–95
adjunct, 92
blokdiagonaalmatrix, 18
bovendriehoeksmatrix, 18
cofactor, 91
component, 16
conjugatieklasse, 85
determinant, 85–95, 144
diagonaalmatrix, 18
diagonaliseerbaar, 103
echelonmatrix, 27
echelonvorm, 27
eenheidsmatrix, 18
eigenruimte, 100
eigenvector, 100
eigenwaarde, 100
element, 16
elementaire matrix, 161
geconjugeerde matrices, 85
getransponeerde, 21, 172
hermitische matrix, 159
inverse matrix, 21
inverteerbaar, 20
Jordan matrix, 112
karakteristieke veelterm, 97–100
karakteristieke vergelijking, 99
kolommatrix, 17
matrix van basisovergang, zie tran-

sitiematrix
matrixvoorstelling, 77–95

minor, 91, 95
nulmatrix, 17
onderdriehoeksmatrix, 18
orthogonale matrix, 158, 161, 163
product met matrix, 18
product met scalair, 18
rang, 63
rij-echelonmatrix, 27
rij-echelonvorm, 27
rijmatrix, 17
som, 18
spoor, 100
symmetrische matrix, 18, 159, 160
toegevoegde matrices, 85
toegevoegde matrix, 163
transitiematrix, zie transitiematrix
uitgebreide matrix, 25
unitaire matrix, 158, 163
vierkante matrix, 17

matrix van de basisovergang, zie transi-
tiematrix

matrixvoorstelling, 77–95, 97
meetkundige multipliciteit, 108
metrische ruimte, 148

compleet, 150
minimaalveelterm, 167, 169
Minkowski inproduct, 149
Minkowski ruimte, 149

event, 149
minor, 91, 95
monisch, 14
morfisme, 54
multilineair, 85
multipliciteit, 16, 108

negatief georienteerd, 138
norm, 116, 147

driehoeksongelijkheid, 152
homogeniteit van de norm, 148

normaalvector, 182
nulafbeelding, 55
nuldelers, 73
nulmatrix, 17
nulruimte, 34

octonen, 145
onderdriehoeksmatrix, 18
onderliggende vectordeelruimte, 177
oneindig-dimensionaal, 43
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ongelijkheid van Cauchy–Schwarz, 151
ontwikkelen, 90
operator, zie lineaire operator
orienteren van een vectorruimte, 138
orthogonaal, 117, 122, 152, 176, 181, 183
orthogonaal complement, 153
orthogonale basis, 117, 152
orthogonale groep, 122, 163, 190

speciale orthogonale groep, 163, 191
orthogonale matrix, 158, 161, 163
orthogonale projectie, 155
orthonormale basis, 117, 139, 152, 160

parallel, 181
permutatie, 86, 88

teken, 86
pivotkolom, 27
pivotplaats, 27
plaatsvector, 177
polynomenring, 14
polynoom, zie veelterm
poolcoördinaten, 120
positief definiet, 115
positief georienteerd, 138, 141
positief-definiet, 147
product

direct product, 53
van matrices, 18
van matrix met scalair, 18
van vectorruimten, 53

projectie, 56
projectie-operator, 56
punt, 177

quaternionen, 145

rang, 63
rechte, 177, 183–187, 189

afstand tot een punt, 186
afstand tot een rechte, 188
gemeenschappelijke loodlijn, 187
kruisende rechten, 189

reducibel, 16
reeksruimte, 150
reflectie, 134
restrictie, 53
richtingsvector, 177
rij-echelonmatrix, 27
rij-echelonvorm, 27
rijen, 16

rijmatrix, 17
rijoperatie

elementaire rijoperatie, 26
rijreductie, 29
ring, 11
rotatie, 127, 129
rotatie in E3, 133
rotatiematrices, 128

samenstelling, 72
scalair, 8
schrappingswet, 144
semidirect product, 191
sesquilineair, 148
shiftoperator, 56
som

directe som, 47, 51, 53
van deelruimten, 47
van matrices, 18
van vectorruimten, 51, 53

speciale lineaire groep, 162
speciale orthogonale groep, 163, 191
speciale unitaire groep, 163
spilkolom, 27
spilplaats, 27
spoor, 100
standaardbasis, 41
starre beweging, 191
starre verplaatsing, 191
stelling van Cayley–Hamilton, 168
stelsel van lineaire vergelijkingen, 22

oplossing, 22
oplossingsverzameling, 22
strijdig, 22

surjectie, 54
surjectief, 54
symmetrisch positief definiet inproduct,

115
symmetrische bilineaire vorm, 115
symmetrische matrix, 18, 159, 160
symmetrische operator, 159

tegengesteld georienteerd, 138
tegengestelde, 10
toegevoegd-symmetrisch, 147
toegevoegde matrices, 85
toegevoegde matrix, 163
transitiematrix, 82, 139, 161
translatie, 123, 190
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translatiegroep, 190
tripel-product, 141, 144
triviale lineaire combinatie, 37
tweedimensionale, 128

uitgebreide matrix, 25
uitwendige algebra, 145
uitwendige directe som, 52
unie, 5

disjuncte, 48
unitaire groep, 163

speciale unitaire groep, 163
unitaire matrix, 158, 163

vector
coordinatenvector, 77
gebonden vector, 178
loodrechte vectoren, 152
orthogonale vectoren, 152
vrije vector, 178

vectorieel product, zie vectorproduct
vectorproduct, 138–145, 175, 187
vectorruimte, 33

K-vectorruimte, 33
n-dimensionaal, 45
automorfisme, 59
basis, 41, 44, 46, 58
orthogonale basis, zie orthogonale
basis

orthonormale basis, zie orthonor-
male basis

deelruimte, 36
complement, 50
directe som, 47
som, 47
voortgebracht door, 38

dimensie, 45
direct product, 53
directe som, 51, 53
duale ruimte, 170, 172
eindig-dimensionaal, 43
endomorfismenring, 73
isomorfe vectorruimten, 59
isomorfisme, 59
kolommenruimte, 34
nulruimte, 34
oneindig-dimensionaal, 43
orienteren, 138

veelterm, 13

deler, 15
graad, 13
irreducibel, 16
monisch, 14
reducibel, 16
wortel, 14

veeltermenring, 14
veld, 7

eindig veld, 10
involutie, 163

vereniging, 5
vermenigvuldiging

van matrices, 18
verplaatsing, 191
verplaatsingsgroep, 191
verschil, 5
verschillende oriëntatie, 127
verzameling, 5

doorsnede, 5
intersectie, 5
kardinaliteit, 5
unie, 5
vereniging, 5
verschil, 5

vierkante matrix, 17
vlak, 177
voortbrengend, 39, 58
voortbrengende verzameling, 39
vrije vector, 178

wortel, 14
multipliciteit, 16
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Notaties

{a, b, c, . . . }, 5
A ✓ B, 5
A [ B, 5
A \ B, 5
A \B, 5
|A|, 5
;, 5
7!, 6
C, 6
◆(z), 6
z, 6
N(z), 6
|z|, 6
R(x), 9
Fp, 9
a, 9
F2, 10
a�1, 10
1
a
, 10

K[x], 13
deg f(x), 13
Pn, 13
Mm,n(K), 17
Matm,n(K), 17
Mn(K), 17
Matn(K), 17
(aij)1im,1jn, 17
(aij)i,j, 17
(aij), 17�
A1 · · · An

�
, 17

(A1, . . . , An), 17

0

B@
A1
...

Am

1

CA, 17

0m,n, 17
0n, 17
Km, 17
diag(a11, . . . , ann), 18
In, 18
A�1, 21
GLn(K), 21
At, 21
(A|B), 25
Kn, 34
K[x], 34
W  V , 36
span(S), 38
hSi, 39
Kv, 39
dimV , 45
dimK V , 45
W1 � · · ·�Wk, 47L

m

i=1 Wi, 51Q
i2I Wi, 52

f(C), 53
f�1(D), 53
f |C , 53
1V , 55
1, 55
idV , 55
id, 55
LA, 55
ker f , 56

198



im f , 56
V ⇠= W , 59
rk(A), 63
v +W , 64
HomK(V,W ), 69
�ij, 71
f � g, 72
EndK(V ), 73
End(V ), 73
f�1, 73
GLK(V ), 74
GL(V ), 74
Af , 78
Sym(n), 86
Sn, 86
� = (i1, . . . , in), 86
sgn, 86
det, 89
↵ij, 91
adj(A), 92
det f , 97
�f (x), 99
�A(x), 99
v ⇥ w, 139
H, 145
O, 145
⇤(V ), 145
v ^ w, 145
⇤(v ^ w), 145
h·, ·i, 147
kvk, 147
dist(v, w), 148
En, 148
C[a, b], 149
`2(B), 150
| i, 150
h�|, 150
h�| i, 150
Eij(c), 161

SLn(K), 162
On(K), 163
SOn(K), 163
O(n), 163
SO(n), 163
a, 163
A, 163
Un(K, �), 163
SUn(K, �), 163
U(n), 163
SU(n), 163
f `, 165
V ⇤, 170
"i, 170
B⇤, 171
f ⇤, 171
\(v, w), 175
u · v, 176
uv, 176
v2, 176
�!
ab, 178
Eo, 178
w k D, 181
D k D0, 181
w ? D, 181
D ? D0, 181
\(H,H 0), 183
E(n), 190
ISO(n), 190
Tv, 190
T(n), 190
E0(n), 190
E
+(n), 191
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